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仅仅 是 :996 年 和 1997 年 的 自然 科学 及 技术 出 版 物 的 
数量 ,就 超过 了 自 有 文字 传播 以 来 到 第 二 次 世界 大 战 为 止 ， 
世界 上 所 有 学 者 的 相关 著述 的 总 和 。 如 此 大 的 知识 量 不 仅 
使 外 行 望而却步 ,就 连 专 家 也 很 难 了 解 自身 掌 科 的 全 貌 ，。 
在 这 种 背景 下 ,我 们 该 如 何 确 认 吾 此 知识 是 有 价值 的 ,它们 
应 虚 样 发 展 , 会 对 我 们 产生 什么 影响 ? 就 显得 万 为 重要 。 
因为 正 是 自然 科学 与 我 们 生活 的 各 个 方面 息息相关 ,即便 
我 们 毫 无 察觉 ,但 我 们 却 无 时 无 刻 地 要 与 它 打 交道 。 

本 处 书 旨 在 作为 落 茫 知识 海洋 中 的 航标 , 导 引 我 们 遂 
游 自然 科学 和 技术 研究 的 最 为 重要 的 专业 领域 ;文笔 通俗 
易 懂 ,和 童 点 效 在 基础 性 .关键 性 的 知识 和 理论 ,并 且 自 始 至 
终 刻 意 地 省 略 了 艰深 的 细节 问题 。 

担 岗 本 从 书写 作 的 是 一 些 杰 出 的 科普 作家 ,他 们 的 日 
常 工作 就 是 用 深入 浅 出 的 语言 向 人 们 讲解 复杂 深奥 的 科技 
内 容 。 我 感谢 他们 每 个 人 ,感谢 他 们 时 这 一 项 目 表 现 出 来 
的 自告奋勇 精神 和 富有 创造 性 的 合作 ，。 

这 本 书 引 导 我 们 畅游 数学 王国 。 从 些 达 哥 拉 斯 (Py- 
hagoras)? 到 现代 信息 学 , 沃 尔 夫 网 。 布 重 姆 (Woiflgang 
Biumy) 以 十 分 轻松 虎 葡 的 语言 介绍 了 数论 .逻辑 学 、 求 证， 
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概率 计算 ,曲线 分 析 以 及 计算 的 极限 。 论 述 的 中 心 奶 终 考 
让 到 ,数学 以 智力 运算 游戏 为 自身 目标 ,而 要 注意 自然 科学 
的 具体 运用 。 因 为 正如 伽利略 所 说 :在 数学 语言 中 ,其 字 
母 是 图 ,三 角形 以 及 其 他 凡 何 形状 ,没有 这 些 字 母 , 人 类 就 
一 个 词 也 不 懂 了 。” 


奥 拉 夫 ， 本 馈 格 尔 
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百年 纪事 


“我 想 , 这 名 了,” 作 报告 人 最 后 几 种 话 的 话音 未 落 . 
英国 剑桥 大 学 的 近 200 名 听众 站 了 起 来 开 热 烈 鼓 掌 。 吕 
然 大 多 数 人 看 不 懂 密 帘 麻 麻 写 满 希 腊 仔 号 和 代数 公式 的 
复杂 计算 ,得 是 所 有 人 都 明白 :他 们 刚才 经 历 了 具有 历史 
意 尽 的 时 剑 。 求 自 美 国 普 林 斯 屯 大 学 的 演讲 者 安德鲁 。 
威 尔 其 Andrew Wiles) 成 功 地 解决 了 一 个 百年 来 许多 
笠 学 家 都 未 能 解决 的 难题 : 费 蕊 定理 。 

全 17 世纪 的 法 国 , 皮 尔 ， 德 ，。 费 马 (Picrre de Fer- 
mat、1601 1665) 从 第 的 职业 是 律师 ,业余 时 间 里 他 热 
心 研究 数学 ,不 久 后 被 视 为 业余 工 者 。 他 使 同时 代 的 人 
神经 紧张 ,因为 他 只 告诉 他 们 他 得 出 的 结论 .而 不 说 明 他 
是 如 何 得 出 结论 的 。 据 说 这 已 包 会 在 他 写 的 内 容 中 了 了 。 
费 马 在 古代 由 亚 历 趾 大 城 的 迪奥 方 特 CDiophant, 约 公元 
300 秆 ) 所 编 的 数学》-- 书 里 的 茶 一 页 边缘 上 , 深 草 地 提 
出 他 的 着 名 猜想 。 此 外 他 还 写 道 :!“ 对 于 这 个 论断 我 已 找 
到 了 绝 扣 的 证 明 方 法 ,只 是 页 边 太 窗 了 .设法 将 它 写 在 
这 里 .” 

这 个 绝妙 的 证 明 方 法 费 马 生前 未 加 宣布 。 死 后 他 的 . 
大 儿子 才 公 布 了 这 个 论断 。 此 后 几 代 数学 家 都 对 费 马 的 
册 边 记录 表示 怀疑 ,最 后 直到 1994 年 威 饼 斯 解决 了 这 个 
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数学 难题 。 他 的 证 明 立 足 于 很 多 方法 ,直到 20 世纪 下 半 
叶 数 学 研究 中 才 用 了 这 种 方法 。 因 此 绝对 可 以 排除 费 马 
吕 能 已 知道 该 神 证 明 方 法 ,或 许 他 发 现 的 是 另外 一 种 方 
法 ,而 所 有 后 来 人 都 忽视 了 这 种 途径 ? 绝 有 可 能 不 是 这 
样 。 大 概 费 蕊 和 许多 后 继 者 一 样 都 坚持 着 一 种 错误 的 逻 
辑 观 点 。 

数学 中 有 许多 未 经 证 明 的 猜想 ,然而 设 有 一 种 猜想 
延续 了 那样 长 的 历史 。 许 多 猜想 都 不 能 为 外 行 理解 。 与 
之 相反 , 费 马 的 陈述 能 让 每 信人 了 解 。 这 是 为 什么 呢 ? 
喜 到 今天 每 个 小 学 生 都 要 学 毕 达 哥 拉 斯 定律 。 它 适用 于 
所 有 直角 三 角形 :两 股 ( 直 角 边 ?的 平方 和 等 于 弦 ( 斜 边 ) 
的 平方 ,用 公式 表示 为 ， 


x 
《2 下 示 +， x) 


这 个 等 式 有 许 包 解 ,如 二 3, y 二 4, = 一 5. 因 为 3: 
十 业 一 9 十 16 一 25 一 5 或 zz 一 12,， yy 一 5, x 一 13, 因 
为 12 十 时 一 144 十 25 一 169 一 132.。 如 果 不 是 平方 ,前 
是 更 高 次 寡 : 例 如 立方 ,等 式 十 yx = x3 也 有 许多 不 同 
于 0 的 x、y、x 解 四 ? (x? 是 zzz 的 缩写 形式 )。z4 
二 二 2 或 者 三 十 yw 二 5 呢 ? 用 数学 家 的 语言 来 讲 ， 
如 果 n 为 大 于 2 的 整数 ,等 式 

i 


有 +、»、z 不 同 于 9 的 解码 ”tx 表示 个 x 相 乘 ,rr 上 
方 的 数 n 为 指数 }。 费 马 的 竺 案 是 否定 的 ,但 是 关于 不 向 


远 辑 的 语法 一 一 数学 湿 


于 0 的 7 二 4 时 的 证 有明 .只 以 页 边 注 释 的 形式 记 在 《 数 
学 3 一 书 的 如 一 址 ， 

二 十 数学 家 业 兄 哈 德 。， 欧 革 (Leonhard Fulet， 
1707 178 引 在 18 世纪 时 :证 明了 2 一 3 时 的 情况 , 几 十 
年 后 叉 让 明了 了 呈 二 5 时 的 情况 。 这 样 也 同时 证 明了 所 有 
指 娄 为 3 战 三 的 倍数 时 的 猜想 .因为 这 种 情况 下 等 式 可 
以 收 写 。 例 如 x 十 yi 一 5 收 写 为 ; 


C+ = 十 {3 


这 样 nn 二 6 时 等 式 的 管 案 也 满足 1 二 3 时 的 情况 ， 
申 于 刻 勒 的 证 明 , 1n 一 3 时 无 解 . 那 么 费 马 等 式 在 n 二 6 
时 也 必定 无 解 。 

特此 道路 期 望 能 作出 普遍 让 明 却 未 能 实现 。19 世 
纪 末 , 费 蕊 定理 在 数学 中 的 地 位 几乎 要 像 炼丹 术 在 化 学 
中 的 地 位 一 样 ,作为 一 个 过 去 时 代 的 一 种 浪漫 梦幻 。 然 
而 这 时 出 现 另 一 种 情况。 问题 在 于 一 般 几 平 与 世 隔 绝 的 
数学 界 对 数学 的 火热 而 爱 一 以 及 对 不 义 之 财 的 芯 视 。 

达 树 施 塔 特 (Darmstadt) 的 实业 家 保罗 ， 沃 尔 夫 斯 
吏 尔 (CPaul Wolfskehl，1856 一 1906) 向 他 的 意 中 信 求婚 
时 遭 到 拒绝 .他 痛苦 万 分 ,决定 自杀 。 这 位 上 过 大 学 以 医 
生 为 职业 的 数学 家 ,打算 在 午 夜 准 时 开 枪 自杀 。 午 夜 还 
未 到 来 时 他 写 好 了 址 书 , 整 理 了 其 他 东西 。 然 后 为 了 打 
发 时 间 , 他 开始 在 图 书馆 研究 有 关 费 马 定理 的 论文 。 后 
来 他 未 记 了 时 间 , 午 夜 过 去 了 .于 是 他 打消 了 自杀 的 售 
头 , 煞 学 又 唤起 他 对 生命 的 热爱 ,为 此 他 立即 改写 了 遗 
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书 。 恕 冬 谁 知道 了 挽 邢 他 生 他 的 数学 的 吝 底 ,可 以 获得 
他 财产 中 的 10 600 马虎 一 控 现 在 的 购 尖 力 约 为 250 
玉 台 所 。 

内 此 以 后 ,无数 专 业 或 业余 的 数学 家 们 为 此 而 拼命 
工作 。 受 委托 颁发 此 奖 的 哥 迁 根 大 学 收 到 了 无 数 的 解答 
方案 。 同 样 其 他 大 堂 的 研究 所 也 总 是 收 到 邮件 。 仅 第 一 
年 苹 廷 根 大 学 就 收 到 了 621 个 解 管 方案 。 大 党 里 专门 让 
人 印刷 了 带 如 下 上 内容 的 卡片 : 


痪 爱 的 兴 江 
非常 感谢 您 寄 来 证 明 费 马 猜 想 的 稿件 。 第 一 个 错误 
在 ”页 行 . 因 此 您 的 证 明 并 无 价值 。 


大 学 生 们 必须 审查 收 到 的 邮件 并 奸 好 预制 的 卡片 。 
现在 哥 廷 根 大 学 有 关 费 马 的 邮件 已 堆 成 像 小 山 一 样 。 大 
多 数 寄 来 的 稿件 均 属 低级 水 平 ,几乎 只 用 了 学 校 数学 中 
学 过 的 知识 ,提出 进一步 的 证 明 。 

现在 在 波 埠 马克 斯 -普度 克 古 究 所 (Viax-Planck-In- 
stitut》 从 事 数 学 研究 的 格 尔 德 、 法 尔 廷 格 斯 CCyerd Falt- 
ings) ,至 少 在 1983 年 获得 了 部 分 成 就 。 他 证 明 ,对 于 任 
何 ” 值 费 马 等 式 最 案 有 着 有 限 的 几 个 解 。 但 是 这 个 解 的 
数目 是 0 还 层 10 亿 个 ,按照 猜想 可 并 未 说 明 

到 1993 年 ,借助 计算 机 ,已 成 功 地 证 明了 所 有 竺 小 
于 400 万 时 的 费 马 定理 。 然 而 数学 界 认为 问题 并 没 结 
束 , 因 为 他 们 所 谓 的 普通 证 明 是 指 对 于 指数 为 任何 值 的 


aa 
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情况 。 毕 总 苦 更 高 时 费 马 猜想 也 人 可能 是 错误 的 。 在 解决 
其 他 问题 时 曾 出 现 过 这 种 情况 .和 曾 述 在 水 几 个 白 力 时 有 
北 , 而 几 百 万 以 上 却 不 行 了 。 例 如 莱 咏 蛤 德 ， 欧 贫 筋 
C(I-eonhard Euler) 曾 有 - -次 认为 等 起 


Tw 


没有 和 非 零 的 整数 和 解 。200 年 中 这 个 与 费 马 狂想 极为 类 似 
的 猜想 既 设 有 被 证 明 ,也 未 补 和 否定 过 。 终 于 1988 年 哈佛 
大 学 的 诺 沃 姆 ， 埃 和 尔格 斯 (Naom Elkies) 得 到 了 一 个 和 解 : 
2 682 4401 二 15 365 6394 十 18 796 7604 = 21 613 8673 


威 示 斯 在 剑桥 作 他 划时代 的 报告 之 前 ,他 已 得 想 了 
30 年 :证 明 费 马 定 理 。 还 只 有 10 岁 时 他 就 沉 酒 于 这 个 
问题 了 :我 特别 喜欢 做 书本 上 有 难度 的 习题 。 我 把 它们 
带 回 家 后 自己 编 新 的 题目 。 然 而 我 还 是 在 我 们 的 小 图 书 
馆 中 找到 了 最 好 的 题目 .” 这 个 小 孩 毫 不 犹 丙 地 下 决心 要 
解答 这 个 问题 。 他 的 老师 以 及 大 学 里 的 讲师 劝 他 别 在 不 
可 能 的 问题 上 浪费 时 间 , 经 过 儿 次 失败 的 尝试 后 他 暂时 
搁置 了 他 的 计划 。 此 后 他 在 事业 上 取得 了 成 功 , 并 在 美 
国 善 名 的 普林斯顿 大 学 (新 泽 西 州 ? 任 数学 教授 ， 

80 年 代 中 期 (属于 某 世 纪 不 作 特 别 说 明 的 , 指 20 世 
纪 , 下 同 。 一 编者 注 ), 几 个 数学 家 联合 了 起 来 ,其 中 有 埃 
森 大 学 的 格 哈 德 。 弗 赖 (Gerhard Frey) ,他 们 以 另 一 未 
锯 证 明 的 猜想 冲动 了 数学 界 :他 们 证 明 , 费 马 论 断 是 由 所 
请 ”谷山 市 村 猜想 ”Taniyama-Shimura-Vermutung) 推 
导出 来 的 。 这 样 虽然 这 个 问题 还 未 被 解决 ,但 又 有 了 新 
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的 于 疹 , 可 以 继续 推动 研究 。 感 尔 期 间 悉 后 .立即 以 全 部 
精力 投入 工作 。“ 我 非常 激动 ," 他 回忆 说 ,“ 这 时 我 非常 
清 楷 ,我 的 秆 俞 历 程 会 因此 而 政变 ,因为 要 证 明 沉 瑟 最 后 
一 步 项 原理 , 山 在 我 只 和希 证 明 谷 山 市 村 狂想。 我 儿 时 的 
梦想 将 有 所 进展 .而 使 一 位 看 处事 的 人 应 怎样 去 工作 ， 
我 不 能 旗 过 这 次 机 会 .而 在 他 同事 而 前 他 只 字 未 提 “* 费 
马 “ 这 件 事 他 握 心 ,如 上 他 说 出 他 未 考虑 成 熟 的 想法 会 
使 别 入 在 他 之 前 获得 沫 誉 。 他 只 在 塞 月 旅行 中 将 此 事 告 
诉 了 他 的 喜 子 ， 

这 信 正 国 数学 家 织 在 他 家 的 阅 楼 里 进行 醋 究 。 他 的 
同事 们 猜想 -他 可 能 没有 什么 灵感 了 ,因此 他 不 再 进行 研 
守 了 。 经 过 ?7 年 的 艰苦 工作 ,时 正 40 岁 , 他 终 子 党 得 可 
以 将 结果 公布 于 世 了 。 在 他 看 来 ,在 他 家 乡 剑桥 的 某 个 
数学 会 议 上 宣布 此 事 是 最 合适 的 。 他 对 他 的 证 明 作 了 三 
次 报告 ,他 重 破 了 费 马 狂想 这 一 硬 壳 ,市 且 最 后 才 宣 告 了 
其 结果 。 之 前 ,仍然 流传 着 谣言 。 在 作 了 最 后 - :次 报告 
后 他 将 稿 于 交 给 几 位 专家 。 人 他们 要 检查 是 否 有 错误 一 
这 是 科学 中 常见 的 计 程 。 期 间 他 亲自 审阅 了 世界 报刊 的 
大 字 标 题 报道 。 

《纽约 时 报 3》 其 至 在 首页 上 祝 齐 他 的 成 功 ," 某 人 在 这 
个 城市 的 一 个 地 铁 站 的 墙 上 写 着 : 十 yr 一 xn, 无 
解 一 -我 发 现 了 -个 绝妙 的 证 明 , 但 我 不 能 将 它 写 下 来 ， 
因为 我 要 刁 的 火车 来 了 。” 

数 星 期 后 不 幸 的 举 发 生 了 :普林斯顿 大学 的 尼 占 控 
斯 * 卡 冀 (Nicholas Katz2) 在 他 的 论据 中 发 现 了 一 个 严重 
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庶 认 ,这 村 让 明 束 般 推 翻 了 。 儿 时 的 梦想 成 了 噩 筑 : 似 平 
已 到 达旦 的 地 了 ,二 又 得 从 头 开 始 。 他 能 修正 直 数 和 白 个 
符 针 和 辑 忻 结论 构成 的 证 明 邮 ” 

威 不 斯 外 进 了 立 雄 。 这 次 他 开始 相信 一 位 同事 了 : 
他 和 他 以 脐 的 博士 生 里 夏 德 . 泰和 蔓 CRichard Taylor) 讨 
论 论据 中 的 举 洞 以 及 该 如 何 弥 补 它 。 终 于 在 1994 年 9 
月 19 日 -一 大 约 在 错误 出 现 后 一 年 一 一 成 尔 斯 民 然 大 
司 :… 真 是 太 好 了 -: 太 简 单 , 太 棱 了 !* 他 事后 回忆 说 . 
“我 才 第 - -天 回 到 了 家 ,上 胜 了 一 党 ,天 开 了 此 事 。 第 站 天 
早晨 我 又 一 次 检查 了 上 所 有 的 东西 ,然后 卜 楼 去 找 我 妻 于 :，。 
我 找到 了 ,我 想 .我 找到 了 。 ?这 太 突 然 了 ,以至 于 她 以 为 
我 指 的 是 某 件 儿 童 玩 具 访 类 似 的 什么 东西 。 她 问 我 ,' 找 
到 什么 了?? 我 说 , “我 修改 了 我 的 证 明 。 我 成 功 了 。?” 

接 下 来 的 几 个 星期 将 他 的 想法 整理 状 清 下 米 。 虽 然 
这 份 汪 明 是 按 数 学 家 们 常用 的 简短 形式 写成 的 ,还 是 写 
满 了 130 张 纸 。 白 然 外 行 们 不 懂 这 一 大 堆 公 式 写 了 些 什 
么 ,其 至 那些 对 这 个 领域 不 太 熟 悉 的 数学 教授 们 也 不 能 
理解 他 的 论断 。 为 了 能 看 慌 其 论文 ,读者 必须 了 解 威 尔 
斯 的 研究 领域 ,甚至 专业 人 员 也 要 花 数 日 才能 看 懂 论 据 
中 的 每 一 步 . 

在 此 期 间 , 威 尔 斯 的 论文 发 表 了 ,至 今世 还 没 发 现任 
何 错 误 。19397 年 ,他 在 哥 延 根 获得 了 沃 尔 夫 斯 克 尔 奖 
《wollskchD) 。 受 此 期 间 通货 脱 胀 的 影响 ,该 奖 人 金星 值 到 
了 7 了 万 马克 ， 不 过 钱 对 威 尔 斯 来 说 是 次 要 的 :我 对 这 个 
问题 是 如 此 着 迷 , 以 至 于 我 8 年 时 间 转 没 想 过 其 他 事 
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请 内 每 天 起 床 到 上 床 睡觉 。 这 次 历险 现在 终于 过 去 
了 ,我 的 心灵 该 歌 息 了 了 。” 
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从 零 到 无 穷 


从 什么 时 候 开 始 有 煞 学 ?是 从 古 希 腊 人 开始 ” 还 是 
酝 埃 及 人 ? 或 占 和 中国? 不 , 比 这 要 时 许多 .可 能 在 大 约 
11 000 年 前 ,在 扎 伊 汞 爱德华 湖 的 伊 斯 亭 龙 (Ishangoy? 部 
落 有 人 居住 的 时 代 就 有 了 。 如 伊 斯 享 世 这 样 的 野蛮 部 落 
人 融 是 我 们 聪明 的 祖先 ,是 他 们 还 出 了 理性 感 考 的 第 
一 此 ， 

玉 上 古 家 从 倒 斯 享 臣 那里 挖 据 出 了 人 使 用 过 的 骨头 制 
成 的 工具 柄 。 柄 上 有 许多 刻 槽 。 这 些 权 是 成 组 排列 的 ， 
各 组 之 间 间 隔 很 开 。 在 一 处 先 有 11 个 覃 ,然后 是 21、 
19、9 个 捕 , 另 一 处 有 3、6、4、8.、10. 5、.5 和 ?7 个 醒 , 第 
二 处 为 11. 13、17 和 19 个 展 。 这 些 数 的 排列 顺序 是 否 
万 巧合 ? 

这 个 骨头 是 数字 系统 最 早 的 证 据 之 一 。 当 然 在 此 只 
涉及 到 最 简单 的 明 芽 ;一 个 模 代 各 1, 两 个 酸 代 表 2, 等 
等 ,以 此 类 推 。 不管 我 们 觉得 这 个 系统 有 多么 的 原始 ,但 
它 绝 非 是 理所当然 的 。 直 到 今天 还 有 许 才 部 落 的 人 像 小 
孩 一 样 ,只 知道 开头 几 个 数字 ,所 :有 大 于 这 些 数 字 的 数 都 
被 称 为 " 许 者 ”， 

例如 件 在 巴西 中 部 的 蔬 卡 里 人 《Bakairi) 称 1 为 
“tokale”,2 为 “ahage”。 数 下 去 时 ,他 们 就 将 它们 结合 起 
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来 用 "ahige tokale”, 大概 表示 为 3。 这 样 可 一 肯 数 和 色 6。 
数 6 以 上 时 ,就 借 即 手指 和 脚趾 。 数 大 于 20 的 数 他 们 束 
址 四 已 的 闷 发 ,口中 念 上 mera mera"。 他 人 位 乎 想 说 : 
“ 比 我 江上 的 头发 还 多 .我 们 青 仔 给 看 看 骨头 上 的 刻 槽 : 
第 一 到 中 大 11. 21.19 利 9 个 醒 . 即 10 十 1、20 十 1、20 一 
1、10 一 1 .这样 是 为 了 量 病 数字 10 中? 另 一 列 中 出 更 
3.、6、4.8.、10、5、5、7。3 和 6 控 得 很 近 , 隔 了 一 大 问 隙 
后 是 4 个 槽 , 紧 接 着 是 8 个 ,再 隔 一 定 中 离 后 又 有 10、5 
和 5:, 最 后 是 7。 人 他们 已 用 2 和 滋 了 吧 ? 刻 楷模 型 证 明了 这 
一 -点 * 介 是 7 又 是 什么 意思 呢 ? 

第 二 列 为 育 数 . 这 - 列 有 11、13、17 和 19 个 模 。 
它们 都 是 那些 只 能 被 1 和 本 身 整 除 的 数 , 郭 质数 。 而 且 
还 是 介 于 10 和 20 之 闻 的 质数 。 是 七 合 吗 ? 我 们 不 清 
楚 , 而 且 也 无 从 知道 。 但 有 一 点 可 确定 ,那些 人 已 经 没有 
针 少 时 间 来 加 深 对 数字 的 理解 了 。 他 们 在 骨头 上 和 刻 槽 后 
个 入 ,爱德华 湖 边 的 火山 爆发 了 了。 火山 卖 岩 流向 仍 斯 齐 
戈 人 的 住处 ,并 淹没 了 了 他们。 


数 


每 个 历史 都 有 一 个 开端 , 数 也 是 一 样 , 毫 无 疑问 不 仅 
只 有 供 斯 亭 艾 大 发 明了 数 ,在 不 同 的 地 方 , 数 被 不 同 的 人 
发 现 ， 比 伊 斯 亭 区 人 的 骨头 更 清楚 的 最 早 的 数学 记载 ， 
来 自 埃 及 、 美 案 不 达 米 亚 中国 和 印度 ,可 以 亿 滴 到 4 000 
年 前 。 按 今天 的 标准 来 看 ,这些 记载 中 的 大 部 分 都 是 属 
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猜 亦 游 戏 性 奢 。 

许多 东西 在 被 欧洲 人 发现 之 前 数 百年 寺 就 已 被 十 中 
国 大 所 知晓 。& 九 章 算 术 站 1 载 了 中 国文 从 中 的 数学 。 该 
节 的 作者 是 谁 . 上 让 史上 无 人 知晓 。 随 着 时 间 的 推移 ,这 本 
书 已 被 多 次 印刷 ,并 溧 加 了 : 些 注释 。 有 日 前 留存 最 民 的 
版 本 米 自 公元 3 供 纪 。 书 中 有 一 个 题 日 是 这 样 的 :“ 如 柴 
直角 三 角形 中 一 条 边 长 为 a. 另 一 条 为 5b. 那么 这 个 三 角 
形 的 最 太 内 接 开 方形 的 边 长 为 竹 少 ?” 

1985 年 的 数学 教师 3》 一 刊 也 提出 了 相同 的 问题 - 殊 
不 和 这 个 问 巅 在 几 个 世纪 前 就 被 解答 了 。 中 国人 今 大 惊 
讶 的 管 案 十 分 简单 ;最 太 内 接 正 方形 的 边 长 等 于 直角 一 
角形 两 直角 边 的 积 除 以 它们 的 和 各。 而 和 且 中 国人 人 述 求 抽 了 
最 太 的 内 切 略 , 它 的 半径 为 ab ia 十 bc) ,其 中 cc 是 三 角 
形 第 二 边 ( 余 边 ) 的 长 度 。 

从 古 埃 及 流传 下 来 的 最 著名 的 著述 蚌 由 阿 默 斯 
CAhmus) 于 公元 前 1650 年 前 在 标 特 CRhind) 蒲 草 纸 上 写 
成 的 。 书 中 有 一 道 有 关 骨 子 的 题 ;“- 一 堆 东 西 的 数目 加 上 
它 的 177 等 于 19。 这 堆 东 西 有 窗 少 个 ?显然 这 是 要 求 一 
个 数 的 值 ,该 数 与 它 的 177 的 和 是 19。 按 现在 的 写法 即 下 : 
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大 约 在 阿 黑 斯 时 代 是 在 巴比伦 站 始 了 汉 称 拉 比 
《Hamrmurabi) 统 治 下 的 科学 黄金 时 代 ， 幸 亏 巴 比 伦 人 
将 示 西 记载 看 陶土 块 上 .而 不 是 写 在 沙 草 纸 上 , 因 次 随 着 
网 月 的 流逝 , 草 纸 很 快 分 和解。 他 们 将 模 形 符号 压 人 陶土 
块 中 , 紧 接着 用 火烧 。 巴 比 伦 学 者 认识 两 种 数字 符号 :一 
种 类 位 于 工 的 代表 1. 另 一 种 类 似 于 过 的 代表 10。 根 据 
位 置 的 和 不同 工 也 可 以 代表 50, 其 至 代表 60: 一 3 600, 与 
此 相似 的 是 ,在 我 们 的 数字 系统 中 根据 位 置 不 同 .1 也 可 
以 代表 1, 10 或 190。 巴比伦 人 用 工 于 一 一 工 表示 91( 一 
60 十 3Xx10 十 1 醋 二 < 过 < TTTT < 之 TT 表示 5652 {= 
3600 十 3 汉 600 十 4X60 十 10 十 2X1)， 

由 于 太阳 在 它 的 运行 轨道 上 上 运行 大 的 360 天 后 又 回 
到 起 始点 ,于 是 巴比伦 大 将 图 分 成 360 度 。 按 他 们 的 数 
字 系 统 他 们 又 将 1 度 分 成 60 分 或 3 600 秒 。 这 个 60 至 
今 还 保留 着 :60 秒 等 于 1 分 钟 ,60 分 钟 等 于 1 小时。 

与 此 相反 的 是 ,埃及 人 .希腊 人 和 罗马 人 不 按 煞 字符 
号 的 位 置 米 区 分 数字 。 因 为 他 们 需要 越 来 越 儿 的 符号 来 
表示 较 大 的 数 。 这 样 就 简化 了 较 大 的 数 相 乘 时 的 计算 过 
程 , 因 为 这 个 过 程 可 转化 为 各 个 数位 之 问 的 乘法 。 

而 则 在 斤 帮 人 运用 这 样 的 窍门 :如果 两 数 相 乘 .他们 
将 其 中 一 个 数 冶 终 除 以 25 忽略 可 能 出 现 的 余数 ) ,而 将 
胃 一 个 数 乘 以 2。 最 后 他 们 将 乘 2 的 数 相 可, 与 此 所 对 
应 的 分 半 之 数 是 奇数 ;例如 9x26 时 计算 过 程 如 下 ， 
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234 一 18 十 72 于 144 一 9X(2 十 2 十 21) 一 9X26{ 直 
中 2 和 2 居 2 的 弱 方 ,是 2XX2xXx2 和 2XX2ZXx2X? 的 缩 
号 形式 ) 我 们 可 能 认 鸭 这 个 过 程 太 少见 了 ,但 如 果 没 有 结 
构 完 整 的 数字 系统 ,这 是 一 种 求 数 的 乘积 的 好 方法 。 这 
种 方法 现在 在 亚洲 的 某 些 地 区 还 很 常用 ， 

将 数 分 解 为 2 的 乘 方 现在 非常 起 必用。 对 计算 机 来 
讲 ,整个 世界 只 是 由 数 0 和 1 一 - 汤 电 和 按 通 一 一 构成 。 
为 表示 所 有 的 数 . 哆 个 数字 就 够 了 。 

为 能 用 D 和 1 来 表示 一 个 数 , 即 用 所 谓 的 二 进 制 来 
表示 ,人 们 将 这 个 数 拆 分 为 2 的 乘 方 。 在 二 进 制 中 口 当 
然 是 D，1 表示 1, 2 用 10 表示 ,因为 2 一 11X21 十 0X 
20[21 被 定 疼 为 1)。3 被 称 为 11, 因 为 3 二 1 X21 十 1 X20，。 
表示 4 时 我 们 就 需 可 一 个 三 位 数 100C1X22 十 0x21 十 0 
X20)。 那么 26 就 是 1101061X2 二 IIX2 十 0OX2 呈 十 1 
X21 二 0X2),99 写成 1190011。 

人 类 的 计算 系统 采用 十 个 字符 是 出 于 以 下 原因 :这 
是 我 们 的 手指 数目 。 这 个 原理 的 运用 是 以 每 个 整数 为 基 
础 .十进制 是 在 印度 发 明 的 ,后 来 又 传 到 阿拉 人 怕 。 直 到 
公元 1000 年 左右 ,西班牙 的 摩尔 人 才 将 它 带 到 了 欧洲 。 
现在 我 们 还 称 之 为 印度 -阿拉 伯 数 。 
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“一 本 帮 是 数 . 据说 毕 达 二 拉 斯 兽 于 会 元 前 6 世纪 
这 样 涪 过 。 数 字 是 原材料 ,自然 科学 中 一 大 部 分 是 由 这 
块 原材料 铸造 成 的 。 数 学 中 的 许多 东西 也 是 围绕 着 数字 
的 ,当然 并 不 是 所 有 的 都 围绕 着 它 。 数 字 并 不 仅仅 是 数 
字 . 它 分 为 不 同 的 种 类 。 

从 所 谓 的 自然 数 1、2、3、4-… 中 就 可 以 出 许多 难题 ， 
其 至 有 上 几 个 是 至 今 未 能 解 开 的 迪 。 最 基本 的 问题 之 一 是 
质数 , 即 那 些 只 能 被 本 身 和 1 整除 的 数 ;2、3、5,、7., 11、 
13、17、19、23… 所 有 的 整数 都 可 以 用 他 们 来 表示 ,这 保 
证 了 数论 的 主要 命题 。 按照 该 主要 原理 , 除 1 以 外 的 每 
个 自然 数 可 全 以 同一 方式 写成 一 组 质数 的 鞠 积 。 例如 
50 与 成 5X5X2。 而 且 这 是 除了 改变 因子 顺序 以 外 ,能 
将 30 拆 分 为 质 闵 数 乘 积 的 惟一 可 能 性 。 不 管 是 在 斐济 
岛 , 在 古 希 腊 或 在 今后 数 世 纪 , 都 只 可 能 有 这 - -种 拆 分 
方法 。 

质数 可 比 作 化 学 中 的 元 素 或 物理 中 的 基本 粒子 .一 
个 水 分 子 由 两 个 氧 原子 和 -一 个 氧 原 子 构成 。 同样 数字 
50 也 可 以 分 成 两 个 因子 5 和 一 个 因子 2。 

只 有 92 种 和 天然 化 学 元 素 .而 质数 的 数目 是 无 限 的 。 
这 一 点 欧 几 里 德 CEuklid 在 公元 前 3 世纪 就 知道 了 。 他 
关子 存 府 无 穷 儿 质数 的 证 明 至 今 都 被 视 为 数学 思维 的 辉 
焊 成 就 。 这 个 希腊 人 采用 的 是 反 证 法 :他 盘 设 最 后 只 有 
几 个 质数 ,并 由 此 得 出 的 逻辑 结论 ,直到 出 现 了 明显 的 蔬 
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慎 。 这 样 必定 有 某 个 地 方 存 在 译 谋 。 因 为 在 推论 中 没有 
蚊 漏 :那么 只 有 可 能 是 假设 出 错 。 央 此 必定 有 无 穷 多 的 
上 质数。“ 返 回 到 承 盾 处 , 欧 几 里 德 很 爱 应 用 这 点 ,是 解 岂 
数学 问题 最 好 的 武器 ” ,英国 数 学 家 疙 德 右 备 * 赫 * 哈 镑 
《Godfrey H. Hardy，1877 一 1947) 评 论说 :“ 它 比 象 棋 中 
舍 府 以 取得 攻势 的 开局 着 法 揭 精 组 , 棋 手 可 能 会 失去 卒 
其 至 某 个 棋子 ,而 数学 家 和 常 冒 险 作 出 研究 .” 

美国 宾 少 法 尼 亚 州 的 数学 家 威廉 ， 杜 上 享 CWilliam 
Danhamy} 称 欧 几 里 德 的 证 明 为 数学 敏感 思维 的 检验 方 
法 ;他 使 喜欢 数学 的 人 激动 得 流泪 ,使 不 喜欢 数学 的 人 厌 
烦 。 对 匈牙利 数学 家 保罗 。 爱 尔 德 斯 (Paul Erdoes， 
1913 -19962 来 讲 这 是 一 次 重要 的 经 所 ， 当 我 10 岁 时 ， 
父亲 向 我 讲述 了 欧 几 里 德 证 明 。 从 那 时 起 我 就 开始 了 研 
究 ,”17 岁 时 他 就 已 证 明 在 任意 一 个 数 和 它 的 2 倍 之 间 
至 少 有 一 质数 ,在 3 和 和 6 之 间 有 5, 10 和 和 20 之 间 有 11， 
按 这 个 定律 10? 和 2 x 108 之 间 也 至 少 有 一 个 质数 。 

爱 尔 德 斯 并 不 是 第 一 个 证 明 这 个 原理 的 人 .但 他 比 
他 以 前 所 有 人 的 方法 都 要 简单 。 尽 管 在 年 轻 时 就 已 显示 
出 了 天 同 , 但 在 世事 上 却 未 受 震 陶 。 他 曾 讲 过 他 21 岁 时 
的 经 历 :“ 本 来 是 喝 茶 时 间 , 别 人 却 给 了 我 面包 。 我 不 知 
道 该 不 该 说 我 从 未 亲手 给 面包 涂 过 黄油 。 我 试 着 做 了 
微 ,一 点 也 不 难 。” 

当然 闪 不 是 所 有 的 数学 家 都 像 爱 尔 德 斯 那样 居 无 定 
所 。 他 不 停 地 周游 基 界 。 不 管 他 到 哪里, 他 总 全 认识 些 
同行 ,他 们 将 他 接 回 自己 家 中 居住 并 和 他 - -起 研究 ,这样 
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这 位 流浪 数学 家 和 合作 者 -- 起 发 表 的 论文 比 别 人 都 多 . 
住 当今 的 研究 中 质数 还 是 很 下 要 .科学 家 们 一 直 住 

授 计 新 的 成 就 . 目前 已 知 的 最 大 质数 是 几 于 万 位 数 。 这 

简直 太太 了 。 估计 宇 家 中 的 基本 粒子 数目 也 只 是 80 位 


欧 几 里 德 的 质数 证 明 


很 使 存在 有 限 多 人 质数 ,那么 可 以 将 它们 列 出 ， 
Pi、 Ps、Ps、'*、P,s 其 中 代表 有 限 个 质数 数目 。 欧 
几 里 德 分 析 已 X Ps X… XP 十 1, 现在 这 个 数 不 可 能 
是 质 教 ,因为 它 不 存在 于 我 们 的 列表 PP 、…'、P, 中 ， 而 
这 个 列表 应 包括 所 有 上 质数。 这 样 这 个 数 必 须 能 被 菜 个 
质 玫 整 除 。 妈 在 1 到 nn 之 间 有 一 个 数 i ,使 得 PP 可 以 整 
除 欧 几 里 德 设想 的 数 Pi XXP, 十 1。 当然 PP 也 可 以 
整除 来 积 忆 XX … XX PP,。 由 此 得 出 ; 了 P, 也 能 整除 差 
Pi XXPP 十 1 一 PX……X 了 P,, 这 个 差 为 1， 了, 必定 
能 整除 1 ,而 这 是 不 可 能 的 。 因 此 我 们 的 假设 肯定 错 
了 ,即行 在 无 穷 多 本 质数 。 这 一 证 明 也 能 提供 一 种 方 
法 ,任意 计 莽 很 多 质数 ,可 将 前 几 个 质数 相 乘 后 加 1 吗 ? 
可 漠 不 能 。 最 然 2X3 十 1 二 7,2X3X5 十 1 二 31,2 
X3X53x7+1=2]1,2X3x3xX7X1l++1=231] | 
是 质数 。 但 是 2X3X5X7X11X13+1== 30031 二 | 
! 59 x 509 时 就 不 行 了 。 
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狐 。 这 些 质 数 是 用 各 种 狐 学 窍门 和 精心 编 灿 的 计算 机 程 
序 计算 册 来 的 。 几 乎 每 个 已 知 的 大 质数 都 是 特殊 对 象 . 
印 所 请 的 受 采 舍 纳 狐 - 这 个 数 是 以 法 国 的 牧师 、 数 学 家 
与 林 ， 凤 和 尔 省 纳 (Marin Mersenne，1588 一 1648} 的 名 字 
命名 的 。 它 们 可 写成 形式 2" 一 1, 即 n 个 2 相对 后 减 16n 
代表 任意 这 样 自 然 数 ), 曼 和 汞 舍 纳 数 并 非 者 是 质数 : 22 一 
1 一 3, 2 一 上 一 了 7 区 然 是 质数 ,2 一 1 一 15 一 3X35 却 不 
基 。 妆 然 曼 尔 舍 纳 也 知道 这 一 点 ,但 这 位 牧师 宣称 ,25 
一 1 是 个 质数 。 而 200 多 年 后 ,爱德华 ，。 重 卡 斯 (Ed- 
ouard Lucas, 1842 一 1]891}HE 并 267 一 ] 旦 台数 。 但 他 只 
是 间接 论证 了 这 一 点 ,而 且 没 有 明确 纵 出 它 的 因子 。 此 
外 ,他 证 明 嘲 2127 一 1 是 质数 。 并 将 这 个 最 大 的 已 知 质 数 
的 记录 保持 了 70 年 以 上 。1903 年 弗兰克 ，。 纳尔逊 ， 科 
尔 CFrank Melson Cole) 在 某 次 会 议 上 作 了 一 个 报告 , 事 
实 上 他 演 了 一 -出 哑 剧 :他 没 说 一 名 话 , 将 2 习 67 次 ,然后 
减 1。 此 后 他 在 湿 板 上 写 了 : 


193 707 721 x 761 838 257 287 
并 开始 快速 计算 。 他 得 出 了 与 第 一 次 计算 时 相同 的 结果 ， 
147 573 952 588 676 412 927 

接着 观 人 其 致 葡 喝采 。 科 尔 解 决 了 24 一 1 的 问题 ,并 
将 它 分 解 成 了 两 个 巨大 的 因子 。 后 来 这 位 数论 英雄 承 
让 ,他 已 计算 了 20 年 。 

几 个 使 人 惊讶 的 简单 质数 问题 至 今 还 未 解决 。 如 关 
十 质数 对 的 问题 。， 质 数 对 是 指 莽 为 2 的 两 个 质数 ,如 ?7 
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和 9. 101 和 103。 这 种 质数 对 的 数目 是 无 眼 的 还 是 有 限 
的 ,至 今 还 没有 人 人 知道. 而 3 个 连续 且 人 公差 为 2 的 质数 
情况 只 有 -种 ;3、5.,、 7?。 鞭 他 的 这 种 连续 的 奇数 中 总 有 
一 个 能 被 3 整除 ,因此 它 不 是 质数 。 

1742 年 ,德国 数学 家 克里斯蒂 实 ， 哥 德 巴 邯 CChri- 
tian Goidbach，1690 一 1764) 在 一 封 信 中 作 了 这 个 论断 ， 
任何 大 于 2 的 侦 数 都 可 以 表示 为 2 个 质数 的 和 。 尽 管 已 
借助 计算 机 对 100 000 000 以 下 的 偶数 的 加 德 巴 赫 猜 想 
进行 了 计算 ,但 还 没 得 到 普遍 证 实 。 

目前 数学 中 未 解决 的 最 著名 问题 . 即 以 德国 数学 家 
公 恩 哈 德 。 黎 曼 (Bernohard Riemen，1826 一 1866) 名 字 
命名 的 黎 营 猜想 涉及 的 是 质数 的 分 布 河 题 。 

对 于 -- 个 预先 给 定 的 5 很 大 的 ) 数 ,有 窗 少 个 小 于 它 
的 质数 ? 在 小 于 100 万 的 数 中 有 78 498 个 质数 .在 小 于 
10 亿 的 数 中 有 50 847 634 个 质数 。 那 对 于 任意 一 个 给 
定 的 数 所 有 小 于 这 个 数 的 质数 公式 应 旦 什么 ? 


从 目 然 数 到 复数 


即使 在 用 自然 数 进行 简单 计算 时 数学 家 的 机 智也 会 
有 限 ; 数 学 教授 离开 了 教室 时 ,该 教室 中 有 两 个 学 生 。 过 
了 一 会 ,从 这 个 教室 走出 来 三 个 学 生 . 几 分 钟 后 又 进去 了 
一 个 。 于 是 教授 说 … 可 好 了 , 班 在 教室 又 空 了 .” 

将 加 落 反 过 来 叫 减法 ,很 快 出 现 了 问题 .如 果 2 减 3 
时 坚 么 办 ? 这 翌 片 然 数 和 不够 了 。 必 须 使 用 负数 ,负数 和 
白 然 数 构成 了 整个 数列 。 尽 管用 乎 没有 一 位 商人 使 用 负 
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数 ,但 当 他 负债 时 负数 就 有 了 实际 意义 。 

属于 整数 的 还 有 零 , 和 直人 色 中 世纪 它 才 在 亚洲 被 “发 
现 ”. 然 后 通过 阿拉伯 作 传 到 了 了 中欧。 

全 部 数 日 均 可 相 乘 ,如果 我 们 想 将 习 法 反 过 来 ,就 是 
除法 . 2 飞 以 4 等 于 6.8 除 以 4 等 于 2。 然 而 我 们 又 磁 
到 困难 了 :2 除 以 3 等 于 多 少 ? 为 此 我 们 又 和 希 要 新 的 数 ， 
即 分 数 或 有 理 数 。 整 个 数列 都 是 属于 这 个 范围 ,例如 3 
就 等 于 371。 

到 这 里 已 经 很 好 了 。 现 在 我 们 可 以 用 四 种 基本 计算 
方法 (加 , 减 . 习 , 除 ) 来 计算 。 对 于 这 些 计算 ,有 理 数 足 角 
了 ,但 是 在 解 等 式 时 于 一 个 问题 又 出 更 了 。 

每 式 中 可 以 通过 由 rz、y 或 = 表示 未 知 数 求 值 。 例 
如 任 工 二 和 一 引 中 ,工人 代表 与 主 的 和 为 了 的 数 。 即 过 一 
一 1。 当 等 式 为 开 一 2 时 ,zz 又 是 等 于 老少 呢 ? 这 里 要 求 
一 个 数 的 值 : 它 自习 等 于 2。 为 解 这 个 等 式 * 有 理 数 是 不 
够 的 。 这 -点 欧 几 里 德 民 已 知道 。 曾 证 明 过 妇 一 2 时 
的 解 工 个 可 能 是 分 数 , 换 句 话说 :2 的 平方 根 , 用 符号 表 
示 为 “2 ,不 是 有 理 数 。 

大 约 企 欧 几 里 德 之 前 200 年 时 , 钳 达 哥 拉 斯 的 学 生 
希 帕 苏 斯 <Hippasus) 就 意识 到 必须 有 盛 理 数 。 据 说 他 为 
此 付出 了 生命 。 当 他 在 研究 正 五 边 形 的 识别 记 乞 时 ,他 
发 现 了 无 理 数 . 并 对 此 产生 了 浓厚 的 兴趣 。 他 研究 了 图 
形 的 对 和 角 线 后 发 现 . 它 的 长 度 与 边 之 间 的 比值 很 难 计 算 。 
前 对 毕 达 末 拉 斯 来 讲 , 数 学 的 美 企 于 鉴 个 世界 可 以 用 整 
数 太 整数 之 问 的 比值 , 即 分 数 来 解释 。 当 他 的 学 生 希 帖 
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欧 几 里 德 的 证 明 


为 了 证 明 v2 不 是 有 理 数 ,与 证 明 质 数 有 无 穷 多 小 
一 样 , 我 们 假设 反 命 题 成 立 , 并 由 此 推进 了 矛盾, 即 2 的 平 
方 根 是 有 理 数 ,那么 我 们 就 可 以 把 它 表 示 为 分 裁 ， 


2 = pig 


其 中 必定 自然 数 。 如 果 分 数 可 以 约 分 ,我 们 通 
常 约 分 至 分 子 和 分 母 部 不 再 有 公约 教 为 止 , 即 分 数 再 也 
不 能 约 分 。 现 在 我 们 将 两 边 同 时 平方 ; 


并 将 下 穆 至 等 式 男 一 边 2g 二 疡 。 所 以 轧 的 平方 
是 一 个 偶数 。 因 为 两 个 奇数 的 订 积 还 是 奇数 ,这 帝 味 
着 , 户 必 定 是 惕 数 。 因 此 我 们 可 以 用 2m 人 懂 赫 大, 其 中 加 
还 是 自然 数 , 即 十 的 172。 代 入 等 式 , 得 出 


20 一 《2200” 一 4， 等 趟 晤 边 约 去 2 


即 9 的 平方 以 及 9 都 是 偶数 。 这 是 不 可 能 的 ,因为 
我 们 在 选 社 户 和 9 时 ,分 数 pig 不 能 再 约 分 了 。 如果 
pp、9 都 是 偶数 ,我 们 还 可 以 用 2 幼 分 :这样 就 有 了 矛盾 了 ， 
即 “的 平方 根 可 写成 分 数 的 假设 必定 错误 。 
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苏 斯 告 沂 他 2 的 平方 根 不 可 能 是 有 理 数 时 .他 宁愿 采用 
暴 刀 也 不 愿 改变 他 的 世界 观 : 化 立即 让 人 纺 金 他 的 学 生 。 

为 了 能 在 数学 系统 中 求解 等 式 , 我 们 漆 上 了 根 一 一 不 
仪 只 有 平方 根 如 Y2, 来 计算 所 有 二 次 ,三 次 或 四 次 或 更 
多 与 自己 相 乘 后 等 于 有 理 数 的 数 ,y3 表示 3 的 立方 根 ， 
好 一 个 3 次 与 自己 相 乘 后 等 于 3 的 数 (1. 4422…),Y5 是 
9 的 四 次 方 根 , 它 是 Y3 二 1.73205.%… 的 另 一 种 写法 ,因为 
v3 XYy3 XYy3 XY3 = 9, 

分 数 和 方 根 一 起 构成 所 请 实数 。 它 纯粹 是 数学 家 的 
头脑 想 出 来 的 。 事 实 上 我 们 不 会 去 区 分 一 根 棍 于 究竟 是 
wy2 米 还 是 只 有 1. 414 213 5 米 。1, 414 213 5 也 可 写成 
14 142 135/10 000 600, 因 此 它 是 -个 分 数 ,Y2 这 个 非 理 
数 ( 或 无 理 数 ) 只 有 在 精确 到 无 穷 位 时 才 显 出 其 特别 之 
处 一 ”但 这 个 只 存在 于 思维 之 中 。 


受 暗 的 中 世纪 


里 然 希腊 人 早已 知道 许多 数学 知识 ,但 几 世 纪 以 来 
大 部 分 知识 都 被 欧洲 人 忘却 了 。 责 任 在 于 罗马 人 ,他 们 
要 求 的 基 识 具有 实用 性 一 一 正如 译 今 有 些 批评 家 所 要 求 
的 那样 ,他 们 只 接受 了 最 受 古 希腊 人 推崇 的 数学 中 可 以 
直接 运用 的 知识 。 他 们 惊讶 于 阿 基 米 德 的 投掷 机 和 杠杆 
超重 机 , 除 此 以 外 的 知识 他 们 都 认为 是 票 区 ,这样 数 世 纪 
后 许 过 知识 就 被 遗忘 了 .直到 文艺 复兴 时 期 一 一 1 000 多 
年 后 ”一 数学 家 才 重 新 达到 了 十 希腊 人 的 水 平 。 
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泽 内 卡 (Seneca, 大 约 公元 前 4 后 65) 曾 抱 奶 说 ; 
“我 该 停留 在 几何 的 汗 埃 上 鸣 ? 我 已 远 远离 开 那些 有 项 
的 座 右 迄 ' 埃 惜 您 的 有 时间? :我 该 知道 些 件 么 ? 该 抛 开 些 
代 避 ?” 在 罗马 计 不 培养 数学 家 .罗马 人 智 尽 技 穷 时 ,他 们 
便 开 始 利 用 耶 些 部 分 被 当 作 坡 求 看 管 起 来 的 希腊 专家 。 
这 样 让 会 苑 前 1 址 纪 中 叶 受 已 撤 的 委托 ,一 位 外 国 专 家 
有 却 尝 日 亚历山大 的 苏 申 格 纳 斯 (Sosigenes) 参与 编制 了 
备 蜀 认 。 罗 马 的 智者 们 认为 没有 必要 将 希腊 的 原版 文献 
详 成 拉丁 语 。 忆 们 只 留 下 了 那些 在 希腊 语 区 广泛 流传 的 
所谓 手册 . 这些 书 的 作者 大 多 汶 外行 或 写作 匠 。 他 们 将 
知识 简短 归纳 成 书 。 那 些 还 术 经 过 多 次 简化 和 加 工 的 而 
希腊 后 期 的 论文 ,如 普 托 勒 铭 (Ptolemaus, 约 100 一 1603 
大 于 天 文学 的 论文 却 未 被 罗马 大 简化 利用 过 。 

罗 写 人 也 编制 手册 。 手 册 的 主要 内 容 是 些 未 经 严格 
靖 选 的 材料 和 缩 略 后 的 希腊 文章 的 节选 。 这 些 作 品 中 数 
营 儿 乎 具 示 出现 过 ,他 们 的 作者 也 很 少 注意 论证 片 至 证 
上 昌 。 他 们 全 兢 引 用 那些 著名 学 者 的 活 , 却 不 说 明基 来源， 
“已 号 下 的 话 被 视 为 绝对 的 权威 "， 历 史学 家 威廉 ， 施 塔 
尔 CWilliam Stahl) 评 论说 ;权威 ' 这 个 词 和 '* 作 考 ' 有 相 
同 的 拉丁 词根 .这 绝 不 是 偶然 的 ”大 多 数 暴 马 作 家 ,和 如 其 

章 曾 影响 中 世纪 的 西 尔 索 斯 CCelsus,; 公元 1 世纪 初 ) 
种 普 列 尼斯 长 者 CPlinins der Altere. 公 元 23 一 79) ,他 们 
显然 不 能 理解 希腊 的 科学 ,不 懂得 区 分 荒 汪 的 轶 事 和 辉 
焊 的 理论 。 

直到 这 个 黑暗 时 代 末 期 , 即 13 志 纪 时 ,西方 国家 范 
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二 以 前 只 了 解 拉 丁 传 涪 的 学 者 们 才 想 起 了 希腊 人 人 的 数 
学 。 这 个 时 期 最 著名 的 教科 书 作 者 .出 自 比 萨 的 莱 亚 纳 
多 即 称 次 费 博 纳西 ! Fibonacci, 大 约 在 1200 年 ) 之 手 ,他 
在 -北非 生活 了 8 年 。 在 阿拉 伯 国 家 ,希腊 的 原版 文献 并 
激 补 中心 。 中 东 的 科学 家 们 继续 发 展 了 数学 并 建立 了 代 
数学 ,这 个 词 来 源 寺 一 本 阿拉 伯 教 科 书 的 书 和 名 。 他 将 东 
方 的 观念 带 到 了 意大利 的 教育 中 心 。 主 要 是 由 于 他 对 宕 
免 论 述 而 被 人 沁 忆 。 他 提问 :如 果盘 设 一 对 家 免 产 下 一 
对 家 俩 , 然 后 又 产 上 一 对 后 死去 ,那么 每 代 会 产生 堵 少 对 
家 免 呢 ? 在 第 一 代 只 有 1 对 家 免 .第 二 代 又 生 下 来 1 对 ， 
在 第 三 代 又 生 下 来 2 对 (一 对 由 第 一 对 兔子 所 生 , 另 一 对 
申 它们 的 后 代 所 生 )?。 第 四 代 有 3 对 (51 对 由 第 二 代 人 兔子 
所 生 , 另 2 对 分 别 由 第 三 代 的 2 对 免 子 所 生 )。 然 后 继续 
竹 续 下 去 。 第 五 代 时 有 5 对 兔子 ,第 六 代 有 8 对 .第 七 代 
已 有 13 对 ,第 八代 有 21 对 。 
数字 1.1、2、3、5、8、13、21、34、55、89.… 现 在 被 
称 为 费 博 纳 占 数 。 人 们 在 花 中 友 很 骸 发 现 这 些 数 ; 雪 共 
有 3 个 花 准 ,黄油 花 (CButterblumel] 有 5 个 , 著 省 花 有 8 
个 ,党 六 花 有 13 个 , 紫 落 花 有 21 个 ,许多 锥 允 有 34 个 、 
355 个 或 89 个。 为 什么 会 这 样 , 科 学 家 们 于 1993 年 才 找 
到 答案 :由 十 开花 期 的 发 展 。 
驳 察 越 来 越 扩 的 费 博 纳西 数 时 会 发 现 , 相 邻 两 个 数 的 
WE I 值 + 二 (1 十 /5)/2 一 1. 618 033 988 749:. 
这 个 值 与 黄金 分 割 关系 密切 。 从 古代 起 黄金 分 割 就 被 视 
为 线段 的 和 谐 比 ,并 在 艺术 和 建筑 学 中 得 到 了 广泛 运用 。 
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黄金 分 割 将 一 个 线段 分 成 两 个 部 分 , 较 长 部 分 与 线段 总 
长 的 比值 等 于 较 短 线段 与 较 长 线段 的 比值 ， 如 采 总 长 为 
1 那么 较 乓 的 线 眉 就 为 黄金 邹 割 值 的 倒数 1 7。 
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而 希腊 人 认识 所 有 的 今天 常用 的 数 吗 ? 不 。 因 为 等 
或 大 一 一 1 的 解 他 人 科 并 不 知道 。 负 负 得 正 , 正 匀 正 还 是 
得 正 。 那 什么 数 自 乘 后 得 一 1 呢 ? 如 果 我 们 想 解 这 样 的 
等 式 ,我 们 又 需要 新 的 数 , 即 所 谓 的 复数 。 伟 大 的 德国 数 
学 家 卡尔 。 弗 里 德里 希 。 高 斯 (Carl Friedrich GauB， 
1777 18535) 是 最 早 将 复数 建立 在 可 车 的 逻辑 基础 之 上 
的 人 。 每 个 德国 人 手 上 一 定 都 有 过 高 斯 的 江 像 : 它 印 在 
10 马克 的 纸币 上 。 

最 年 苦 思 研究 这 些 奇特 数字 的 人 必须 忍受 侮 胖 。 当 
时 人 和 们 认为 ,这 种 数 不 可 能 存在 。 从 事 这 方面 研究 的 人 
一 定 锋 了 。 便 所 有 的 时 代 先 锋 都 会 受到 前 讽 的 。 刚 采用 
复数 时 , 某 些 同时 代 的 人 也 嘲笑 过 一 2 个 骆驼 ,就 像 当 初 
用 分 数 时 嘲笑 273 个 骆驼 -- 样 。 尽 管 说 到 平均 每 个 德国 
家 庭 有 1. 68 个 孩子 时 还 会 引 作 微笑 ,但 这 两 种 数 现 在 都 
已 被 普遍 接受 了 。 

复数 首先 旦 为 了 使 等 式 有 解 而 设想 出 来 的 奇怪 的 东 
西 .现在 它 已 被 广 证 运用 ,而 县 不 仅 在 数学 中 ,在 物理 和 
电子 工程 方面 也 常用 复数 。 

复数 的 基础 是 所 请 的 虚数 单位 , 它 指 的 是 那个 自 浅 
等 二 一 1 的 数 。 这 个 数 简 称 i。 人 们 不 应 包 想 它 的 性 质 . 
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而 只要 接受 它 的 定 疼 就行。 

为 了 - 贯 起 见 . 复 数 应 包括 袜 数 并 且 具 有 特殊 的 加 
法 和 夷 法 :如 果 将 两 个 复数 由 如 或 相 乘 ,所 得 的 结果 必须 
仍 为 复数 。 相 应 了 地 2 .1i 或 人 473) 1 是 复数 .2 十 i 或 473 一 
i 也 是 复数 。 

复数 由 实数 和 虚数 酚 部 分 构成 。 它 可 写成 上 iv 
的 形式 ;其 dia 和 和 上 是 实数 ;i 是 虚数 单位 。&a 或 5 也 可 能 
为 0, 这 样 和 实数 都 是 复数 .它们 的 虚数 部 分 为 0。 

复 煞 相 加 昆 分 组 进行 的 : 

《aa 十 is 交 0 十 (十 is 有 一 (Ce 十 好 十 1。(P 十 人 ) 

ay 6, a ， 瑚 代表 任意 实数 。 作 减法 时 ,可 把 它 视 刁 

代数 相 加 ,方法 同 加 法 时 --…- 样 。 求 积 时 控 如 下 规则 ， 


《aa 一 it (fa 十 is 有 
<- 一 (eaa 一 内。 十 j 里 (Canp ta « b) 


复数 加 法 的 定义 很 容易 理解 , 而 乘法 的 定义 乍 一 看 
时 似乎 有 点 特别 。 其 实 只 要 将 左边 的 数 按 常 用 的 带 括号 
时 的 乘法 规则 计算 ,并 按 一 定 定 义 将 ii 用 一 1 代替 .就 
得 出 结果 了 了 。 

用 这 个 扩展 数 的 概念 等 式 x? 一 一 2 有 -个 解 x 二 i- 
Y2。 而 且 并 不 是 只 有 这 个 等 式 有 解 :在 复数 中 带 宕 的 未 
半数 ,只 要 有 如 减法 的 等 式 都 有 解 ， 已 由 高 斯 证 明 过 的 
代数 的 基本 定理 证 明了 这 一 点 。 一 种 使 复数 更 直观 的 方 
法 带 上 了 这 位 伟大 的 科学 家 的 名 字 : 高 斯 数学 平面 。 

每 个 中 学 生 都 学 过 数 轴 一 一 它 是 - -条 规定 了 零点 
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的 直线 , 线 上 其 他 点 按 离 零点 的 曝 离 不 同 来 区 分 。 例 
如 3 表示 零点 右 侧 距 零 点 有 3 个 单位 长 度 的 点 t 汶 宫 
米 .厘米 战 公里 )。 一 4 表明 零点 左 侧 四 个 单位 ;如果 两 
条 这 样 的 数 轴 互相 算 直 并 交 于 它们 的 等 点 ,它们 就 构 
成 了 上 … 个 乎 面 。 平 面 上 每 个 点 都 可 用 数 对 来 表示 , 如 
(3，2) 表 示 沿 第 一 条 直线 方向 距 交 点 3 个 单位 长 度 , 另 
-条 直线 方向 距 交 点 2 个 单位 长 度 的 点 。 所 有 复数 都 可 
在 高 斯 数学 平面 上 找到 对 应 点 。 数 十 i-. 5 与 点 Ca, 反 ) 
相对 应 。 

如 时 再 加 上 一 条 与 两 条 数 轴 分 别 垂 直 且 柑 交 于 党 点 
的 数 辅 , 便 可 得 到 三 维 空 间 。 室 间 中 每 点 都 可 用 三 个 数 
表示 :如 (3, 一 2，4)。 原 则 上 讲 , 在 更 多 位 空间 也 可 进行 
同样 的 游戏 。 尽 管 这 些 超 出 了 我 们 的 想像 力 , 但 数学 家 
们 决 不 会 放弃 研究 它们 的 。 他 们 其 至 在 无 穷 多 维 空间 面 
前 也 未 退缩 过 。 

相互 垂直 的 数 轴 叫 笛 卡 尔 坐 标 系 。 它 将 数 与 空间 连 
在 一 起 ,使 得 人 们 能 计算 空间 图 形 , 或 通过 画图 来 解决 计 
算 问 题 。 


空 间 


据 佑 计 , 数 学 家 们 对 空间 的 研究 与 对 数 的 研究 有 同 
样 长 的 历史 。 现 在 每 个 中 小 学 年 没有 一 个 人 不 学 几何 
treometric, 上古 希腊 语 中 tzeo 指 土 地 .metria 指 计 量 )， 
还 在 古 希 腊 罗 蕊 时 代 几 何 就 有 具有 最 实际 的 意义 一 一 用 于 
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测量 土地 。 

中 国人 和 埃及 人 早已 研究 几何 学 ;如今 被 视 为 希腊 
煞 竺 的 一 些 知 识 他 们 很 中 就 发 现 了 。 例 如 我 们 已 提 到 过 
那些 著名 的 年 友 哥 拉 斯 定理 。 按 这 个 定理 直角 三 角形 斜 
边 ( 与 度 角 相对 的 边 ) 的 平方 等 于 两 股 ( 夹 直 骨 的 两 边 ) 的 
平方 和 -简写 为 好 二 本 一 于 。 

几乎 没有 一 个 数学 定理 像 毕 达 哥 拉 斯 定理 有 这 么 名 
的 证 明 方 法 。2C 世纪 初 就 出 版 过 一 本 声称 有 367 种 证 
明 性 十 开 一 号 公式 的 不 同方 法 著名 的 书 。 许 多 坛 赫 的 
和 名字 都 在 这 些 公式 的 推导 人 之 列 ,如 欧 几 里 德 、. 达 芬 奇 
(1452- 一 1519) 、 叔 本 华 (1788 一 1860) .前 美国 总 统 杰 姆 
斯 ， 亚 伯 拉 姆 ， 加 费 尔 特 (James Abram Garfield, 1831 一 
1881) 和 活 因 斯 坦 (1879 一 1955), 爱 因 斯 坦 还 是 中 学 生 时 
就 认为 欧 几 里 德 的 证 明 无 需 这 样 复 厅 , 自 己 思考 出 简捷 
的 证 明 方 法 。 舌 麦 童话 作家 安徒生 居然 将 欧 几 里 德 的 证 
明 与 成 了 诗 。 

1821 年 的 一 个 建议 证 明了 ”* 老 毕 达 哥 拉 斯 "的 文化 
意义 ,当时 只 能 靠 望 远 镜 来 观察 宇宙 空间 的 情况 ,许多 
人 认为 .月球 . 上 F 有 人 人 属 住 。 为 了 向 地 球 外 的 大 表明 地 球 
上 人 和 住 着 有 理智 的 降 明 人 ,大 们 用 很 大 的 庄稼 地 来 措 绘 这 
个 定理 。 因 为 人 们 认为 ,每 个 聪明 人 都 该 知道 这 个 定理 。 
近年 互 殉 力 广 告 志 用 过 这 个 定理 。 

有 些 历史 学 家 怀疑 来 自 萨 莫 斯 (CSamos)? 的 毕 达 如 拉 
斯 ,是 否 真 的 是 第 一 个 推导 出 这 个 以 他 名字 命名 的 定理 。 
甘于 他 一 生 和 和 作品 的 原始 材料 并 不 存在 ,他 的 神话 和 传 
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育 却 有 很 和 多。 据说 他 生活 在 公元 前 6 世纪 ,而 且 在 无 数 
次 去 埃及 .巴比伦 的 旅行 中 找到 了 灵感 。 许 多 人 认为 他 
是 数论 和 数学 历 中 上 第 一 个 黄金 时 代 的 创始 人 . 持 怀 疑 
态度 的 人 认为 这 个 带 神秘 色彩 的 毕 达 哥 拉 斯 根本 不 
存在 。 
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图 1 这 长 为 ae 的 三 角形 和 以 它们 为 达 的 正方 形 。， 者 
图 :由 不 同方 式 组 成 的 边 长 为 4 一 的 正方 形 。 和 如 果 用 
上 表示 三 育 形 的 面积 ,那么 4F 十 一 1a 十 机 2 一 4F 十 
4 十 基 , 两 边 同 时 减 去 4 下 后 捍 出 5 一 反 十 时 。 


也 许 在 希腊 的 学 者 认识 世界 是 前 古代 中 国人 已 知道 
这 个 定理 了 。 他 们 用 一 种 七 巧 板 证 明 过 .: 边 长 为 a 十 的 
正方 形 , 可 以 由 边 长 为 c 的 正方 形 和 4 个 边 长 分 别 为 a、 
b、c 的 三 角形 构成 ;或 者 由 边 长 为 a 的 正方 撒 , 边 长 为 
的 正方 形 , 和 四 个 边 长 为 a、5、c 的 三 角形 构成 。 如 果 减 
去 两 种 拼接 图 中 相等 的 四 个 三 角形 的 面积 ,就 得 到 了 毕 
这 上 苛 拉 斯 定理。 在 一 本 古 印 度 的 书 中 这 个 定理 的 证 明 只 
用 了 一 幅 图 ,图 下 写 了 一 个 词 “ 请 看 "。 


— 
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完美 的 贺 形 


古 希 腊 人 人 曾 被 圆 这 - -完美 的 形状 深 深 吸引 过 。 圆 周 
上 所 有 点 到 圆心 的 距离 都 完全 相等 - 一 民主 制度 绝妙 的 
典范 1 上 珊 腊 人 已 发 更, 不 管 是 大 图 还 是 小 圆 .其 周 长 与 
直径 的 比 从 都 起 一 定 的 。 现 三 表示 这 个 比值 的 符 导 与 希 
腊 字 碟 表 中 第 16 个 字母 Pi 读音 相同 . 写 为 x。 但 希腊 人 
门 己 用 的 天 不 是 这 个 意思 。 

如 昌 - -个 圆 的 周 长 为 UU, 自 径 为 ,那么 UD 一 
3. 141 59…， 把 了 品 移 到 男 一 : 边 得 到 闭 和 名 的 公式 : 

tT =x+:D 


大 们 记 第 看 到 UU 一 2: rr, 其 中 为 灶 生 , 它 直 示 加 
心 到 圆周 上 -点 的 距离 。 这 两 个 公式 可 以 互相 转化 。 因 
为 直径 等 于 半径 的 ?2 倍 。 圆 的 面积 用 半径 r 表示 为 F 二 
2 

从 西 项 库 斯 (Syrakus) 来 的 阿 基 米 德 Archimedes， 
前 287- 前 212) 己 很 精确 地 计算 出 了 x 的 秆 。 这 个 据说 
为 了 在 任何 时 候 邦 能 画 出 数学 圆 形 , 因 而 总 是 带 着 -~ 个 
小 小 使 的 学 者 在 同 内 于 上 内 接 正 多 边 形 , 逐 步 增 加 多 边 
形 的 角 , 这 些 角 部 在 圆周 上 .这 时 多 边 形 的 周 长 越 来 越 
接近 贺 的 则 长 。 最 初 阿 基 米 德 在 贺 内 画 了 4 个 四 月 都 在 
同 周 的 正方 形 ，。 

网 为 拓 小 并 术 重 要 ,我 们 可 以 设 圆 半径 为 1, 那么 正 
方形 的 对 和 骨 线 等 于 2, 即 等 于 圆 的 直径 。 因 为 对 基线 与 
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去 图 :正方 形 的 周 长 作 为 第 一 次 估计 的 加 周 长 。 训 图 : 
通过 再 内 所 一 个 廊 这 有 形 形 成 一 个 2n 大 形 , 它 的 按 长 可 
以 通过 二 决 运用 毕 达 如 拉 斯 定理 算出 。 


正方 形 的 两 边 构 成 直角 三 角形 ;所 以 正方 形 的 边 长 可 以 
由 毕 达 哥 拉 斯 定理 求 出 ;对 十 二 如 ,推出 2 二 4, 出 此 
得 出 ; 二 Y2。 第 一 个 相当 粗略 的 估计 值 为 正方 形 周 长 
除 以 师 直 径 ， 

defs 4v2 
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阿 基 米 德政 … 步 在 圆 中 正方 形 每 个 相 邻 角 之 间 增 加 
一 个 角 。 这 些 角 与 正方 形 的 角 相 连 后 得 到 一 个 八 边 形 . 
它 的 周 长 又 可 借助 毕 达 哥 拉 斯 定理 求 出 。 这 样 串 以 形成 
带 有 越 来 越 多 边 长 多 按 形 , 它 的 轮 螂 在 圆 内 越 来 越 回 贺 
靠近 。 用 这 种 方法 可 以 求 出 出 的 面积 。 阿 基 米 德 计 算 了 
一 个 96 边 形 的 周 长 并 因此 得 出 了 -个 十 分 接近 堪 的 便 : 
当然 带 助 计算 震 或 计算 机 我 们 可 以 求 出 更 接近 r 的 值 。 


mml 
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要 准确 计算 宇宙 的 周 长 直 到 氧 原 子 的 半径 只 二 将 天 精确 
到 小 数 点 后 36 位 就 可 以 了 。 在 此 期 间 数学 家 和 们 已 用 其 
他 方法 得 弄 小 数 点 后 带 10 亿 位 数 的 xt 值 ， 圆周 率 可 山 
让 列 公 云 求 山 : 


+ 一 4X {一 语 十 二 一 


到 十 

我 们 不 可 能 知道 r 的 最 精确 值 ,因为 它 是 -- 个 无 理 
数 。 它 不 能 表示 成 分 数 , 而 且 在 小 数 点 后 有 无 穷 凶 位 数 . 
这 些 娄 的 排列 也 汕 有 什么 规则 。 

百 祈 腊 人 经 常 使 用 岗 规 和 直 尺 。 对 他 们 来 说 这 两 个 
工具 是 解决 几何 问题 的 钥匙 ;直线 和 辆 。 他们 几乎 只 使 
用 这 两 种 工具 。 这 样 总 有 不 足 之 处 。 几 世纪 以 来 ;学 者 
和 已 是 想 只 用 贺 疮 和 自尽 将 任意 角 分 成 三 等 分 。 直 到 19 
世纪 ,这 种 起 法 的 无 效 才 显露 出 来 : 皮 埃 尔 。 劳 伦 特 . 江 
策 水 5CPierre Jaurecnt Wantzel，1814 --1884) 证 明 , 不 可 
能 只 肌 贺 规 和 直 尺 将 一 个 50 度 的 第 分 成 3 等 分 。 

这 个 法 国人 将 问题 转化 为 代数 题 , 他 推断 出 ,如 宁可 
以 进行 3 等 分 ,那么 等 式 卫 一 3 一 1 一 0 必 有 有 理 数 解 。 
接着 他 允 计 有明 , 这 是 不 可 能 的 。 这 样 就 彻底 清楚 了 ;没有 
人 能 总 是 借助 珊 规 和 直 尺 将 一 个 60 度 的 角 三 等 分 ,然而 
直至 今天 .还 有 人 宣称 他 只 利用 这 两 种 工具 完成 了 角 的 
三 等 分 。 

在 古 希 脐 人 借助 贺 规 和 直 尺 解决 的 问题 中 还 有 另外 
两 个 也 是 不 可 能 的 ; 求 蔽 的 面积 - ”一 即 由 一 个 加 制 成 一 
个 面积 相等 的 正方 形 一 - 碎 及 二 人 悦 体 积 的 正六 面体 一 


前 沿 科学 系 


即 通过 一 个 正六 面体 西 出 一 个 二 倍 体 积 的 止 六 和 面体。 用 
外 一 个 问题 高 斯 在 18 岁 时 已 解决 了 : 画 出 一 个 正 17 边 
形 , 当 时 人 天 们 认为 这 个 问题 比 角 的 三 等 分 还 难 。 
现代 数学 的 原始 爆炸 

欧 几 里 德 在 他 13 册 的 作品 4 要 彭 》 中 ,关于 几何 的 系 
统 摘 述 是 现代 数学 的 原始 爆炸 。 这 本 书 一 一 大 约 写 于 公 
元 前 300 年 的 亚 历 山 天 一 一 由 于 记载 卫 465 条 命题 或 原 
埋 被 视 为 最 优秀 的 数学 教科 书 。 从 古代 起 这 本 书 就 被 一 
由 重新 出 版 。 它 是 印刷 次 数 最 多 的 科学 作品 。"“ 如 果 欧 
几 里 德 未 能 响起 您 年 轻 的 热情 ;那么 您 注定 不 会 成 为 科 
学 家 , "据说 物理 学 家 爱 因 斯 坦 曾 这 样 讲 过 。 瓦 条 (Wat- 
som) 博 士 人 在 称赞 他 上 上司. 著名 的 夏 党 死 ， 淮 尔 表 斯 
(Sherlock Holmes) 的 敏锐 洞察 力 时 曾 说 :“ 他 的 结论 和 
区 几 里 德 的 许多 命题 一 样 不 可 置疑 。” 

三 这 本 书 中 欧 几 里 德 不 是 用 无 数 图 形 , 而 是 公理 来 
阅 述 平面 几何 的 。 一 开始 他 就 假设 一 些 他 认为 有 效 的 
《上 估 的 特征 并 以 它们 为 前 提 条 件 。 例 刀 其 中 一 个 特征 
是 ;过 任意 一 点 与 男 外 一 点 可 作 一 条 直线 。 由 这 些 公理 
他 推导 出 了 新 有 其 他 公理 。 这 样 欧 儿 里 德 第 一 次 提出 了 
当今 的 数学 思维 方法 : 先 作 一 个 基本 假设 ,有 华 名 后 不 再 对 
此 提出 疑问 ,从 这 个 假设 出 发 ,就 可 以 求证 许多 命题 ,发 
现 许 凶 互 相关 联 的 东西 。 

上 乒 百 年 来 人 们 对 欧 儿 里 德 的 筝 五 条 假设 一 坦 都 有 人 争 
议 。 这 条 假设 的 内 容 是 :对 于 一 条 直线 g 和 一 个 不 在 直 


线 上 的 点 户 . 正 好 有 一 条 通过 户 旦 不 与 g 相交 的 直线 (5 平 
行 线 )。 许 多 数学 家 都 希望 能 由 最 初 四 个 定理 推导 出 这 
一 定型 。 但 是 他 们 的 希望 破灭 了 ;从 17 直 纪 起 .不 少 科 
学 家 都 提出 一 种 从 欧 儿 里 德 的 前 四 个 定理 为 基础 而 否定 
第 五 个 定理 的 几何 。 确切 地 说 ,他 们 此 军 得 出 了 两 种 非 
欧 竺 里 德 虑 的 几何 : 巩 曲 线 的 和 椭 国 的 几何 。 大 们 可 己 
将 稀 加 几何 设想 为 球面 几何 :我 们 观察 的 不 是 直线 ,而 是 
球 上 市 最 大 直径 的 圆 ;: 不 是 一 对 点 ,而 是 由 在 妹 上 正 相 对 
着 构成 的 对 点 。 由 于 两 个 大国 总 是 相 变 的 .所 以 平行 线 
定理 不 成 立 , 尽管 如 此 ,几何 本 身 是 严密 的 。 与 之 相反 
的 是 .在 双 曲 线 见 和 何 中 对 于 一 条 通过 - -点 的 直线 存在 许 
包 平 行 线 。 它 使 用 类 似 于 椭圆 几何 中 的 方法 , 且 直 观 观 
察 。 人 们 不 是 观察 球面 ,而 是 观察 一 个 似 陀 螺 形 状 的 表 
面 。 虽 然 双 曲线 几何 开始 时 是 由 纯粹 的 数学 南部 原由 发 
展 起 来 的 ,但 它 在 自然 界 中 也 可 以 找到 ,这 一 点 在 20 世 
纪 初 已 得 到 证 实 。 爱 国 斯 坦 在 他 的 广 交 相 对 论 中 将 双 曲 
线 集 合 视 为 空间 ”时 间 几 和 何 。 


分 数 几 何 


现在 网 几 里 德 几 何 交 有 了 新 的 对 手 , 即 分 数 几何 , 它 
钙 守 和 袜 沌 的 现行 研究 。 实 际 上 根本 不 存在 欧 几 里 德 图 
。 云 不 是 球形 的 , 山 不 是 匆 形 的 , 树 皮 趟 是 光滑 的 。 这 
常识 促 逢 贝 诸 。 曼 特 尔 勃 洛 4Benoit Mandelbrot) 找 出 
汶 一 种 更 好 描述 日 然 界 的 几何 . 这 位 很 入 以 来 一 直 生 活 
在 美国 的 法 国籍 波兰 窗 数 学 家 找到 的 普遍 规律 是 本 身 相 
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二 3 这 条 雪花 曲线 前 最 初 形状 是 一 条 线段 .如 果 控 照相 同 
的 规则 不 断 增 强 齿 型 就 形成 了 这 条 曲线 ，。 


| 
| 


似 性 。 目 然 界 中 这 种 相似 性 随处 可 网 :如 困 不 考虑 天 的 
差别 , 树 核 相似 于 整 棵 人 峙 ,小 树枝 相似 于 大 树枝 ,和香 叶 上 
的 叶脉 相似 于 小 树 核 。 山 脉 与 岩石 相似 ;岩石 上 五 块 相 
似 . 石 块 与 沙 帮 由 似 。 行星 围绕 太阳 就 像 电 子 周 绕 厚 子 
核 一 样 。 分数 几 何 中 图 像 就 在 于 它们 自己 都 很 相似 。 

欧 几 里 德 几 和 何 的 图 形 如 直线 . 圆 上 成 圆锥 可 以 用 完整 
语言 米 定 儿 ,而 分 数 几 何 图 形 却 不 能 。 它 们 形成 于 生长 
过 程 中 ,因而 它们 与 光滑 的 欧 几 里 德 图 形 相 比 更 接近 
自然 。 

旺 然 他 数 几 何 图 形 被 视 汶 计算 机 时 代数 学 成 就 的 象 
征 , 但 在 大 约 100 年 前 科学 察 们 就 已 构思 出 了 其 中 的 几 
个 图 形 。 但 是 他 们 当然 不 能 在 屏幕 上 赞赏 本 身 缠绕 的 形 
状 美 感 ,而 且 设 人 宣称 用 这 些 图 形 能 描绘 自然 。 那 些 前 
埋 们 把 这 些 图 形 视 为 “数学 怪物 ”。 这 些 科 学 家 ,在 系统 
人 研究 基本 概念 如 稳定 和 弯曲 时 ,研究 了 分 数 几 何 。 这 一 
尊 江 .也 在 1975 年 始 由 曼 特 水 魏 洛 定名 。 

为 了 构成 分 数 几 何 图 形 , 人 们 今日 与 过 去 那样 一 直 
使 用 由 直线 变 曲 线 的 方法 :初始 形状 是 一 条 直 的 线段 , 然 
后 按 一 定 规 则 使 之 变 成 曲线 ,再 按 辐 样 的 规则 改变 昌 线 。 
例如 雪花 曲线 的 第 一 步 是 直线 段 中 间 的 173 恋 成 了 上 二 
形 。 接 下 来 的 步 又 是 将 得 到 的 图 形 中 每 条 直线 段 中 间 的 
173 蔡 换 成 齿 形 。 经 过 无 数 次 重复 后 就 得 到 了 一 条 名 副 
其 实 的 曲线 。 以 前 用 这 种 由 直线 变 成 曲线 的 方法 很 得 
珊 .形成 的 曲线 也 不 具 美 感 ,而 计算 机 的 强 处 就 在 于 荡 能 
以 十 分 快 的 速度 机 械 地 重复 同一 个 指令 。 它 使 分 数 几 何 
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的 | 此 界 更 贞观 了 。 然 而 电子 计算 机 也 只 能 处 理 有 限 允 个 
首 令 ,这样 生成 的 图 形 只 是 - :种 相似 ， 完 美的 否 花 曲线 
有 具 存 在 于 四维 中 

扩大 这 个 曲线 中 的 任意 一 小 段 都 会 得 到 相同 的 曲 
线 。 因 此 它 具 有 完全 的 自 英 相似 性 。 谭 在 纸 上 画 的 由 有 
限 多 个 此 和 构成 的 曲线 不 具备 这 种 性 质 ， 线 上 终 有 可 能 
非常 小 的 :- 段 ”一 由 直线 构成 -因而 不 能 放大 成 与 整个 
曲线 完全 相同 的 曲线 。 

用 类 似 的 方法 本 以 同时 改变 整个 经 典 的 分 数 几何 图 
形 。 为 了 更 好 演示 各 种 过 程 , 需 昌 介 绍 * 密 次 缩小 复印 
机 ”"。 这 种 简称 为 MVK 机 的 仪器 能 将 各 种 图 形 复 制 成 
者 干 个 按 一 定 规则 排 鹿 的 缩小 图 形 。 例 如 用 十 雪花 曲线 
的 MVYK 机 会 将 置 人 的 图 形 复 制 成 四 个 大 小 为 原来 173 
的 图 形 。 复 制 的 第 一 个 图 形 与 原始 图 形 起 始点 相同 ,第 
二 个 起 始 于 第 一 个 的 未 端 ,并 旋转 60 度 ; 第 三 个 浆 超 始 
于 第 二 个 的 末 痊 并 旋转 270 诬 , 最 后 第 四 个 图 形 与 厚 图 
相 比 只 推移 了 273。 另 外 一 个 MVK 机 有 3 个 透镜 ,它们 
每 次 将 图 形 缩小 172。 三 张 复印 图 是 以 三 角形 排列 的 
由 和 宙 器 输出 到 纸 上 上 ,经 过 无 数 次 复制 后 都会 得 到 相同 的 
结 末 , 即 一 个 以 波兰 数学 家 瓦 多 拉夫 西 尔 平 斯 基 
CWaclaw Sicrpinski，1882 一 1969) 名 字 命 名 的 带 孔 三 角 
形 。 甚至 西 尔 平 斯 基 三 角形 完全 自 上 身 相 似 。 每 个 甚至 很 
小 的 二 角形 是 和 整个 (缩小 后 ?结构 完全 一 祥 。 

底 挤 骨 于 洲 戏 ,| 折 请 的 混沌 游戏 也 可 以 形成 西 尔 

平 斯 基 三 角形 :在 角 鸭 4、B、C 的 第 形 上 任 选 一 个 始 


图 4 带 3 俏 透镜 的 MVK 机 复制 出 的 西 尔 平 斯 基 三 前 形 。 


点 三 。 休 子 为 1 或 4 时 ,将 世间 和 方向 移动 至 中 点 .并 
在 此 标 上 XX。 山子 为 2 趟 5 时 , 朝 BB 的 方向 移动 - - 半 的 
到 i 离 . 当 骨 子 汶 3 或 86 时. 朝 忆 移动 。 下 一 - 轮 时 .Xl 是 新 
的 典 点 .而 旦 按照 同样 的 规则 毛 角 子 :移动 儿 少 步 后 达到 
三 角形 中 的 菜 点 呢 ? 使 用 一 次 西 尔 平 斯 基 型 MVK 机 器 
后 ,在 三 角形 中 上 所有 的 点 都 可 能 留存 。 竹 移动 n 次 后 ,分 
别 根 据 始 点 及 掷 投 机 遇 , 在 使 用 MVK 机 后 所 制 成 的 很 
用 小 三 角形 中 , 终 有 一 次 落 在 其 中 的 一 个 ,但 绝 不 可 能 在 
已 出 现 的 孔 中 。 这 个 游戏 可 以 不 通过 反复 扼 山 子 , 而 是 
在 计算 机 上 加 以 模拟 。 游 戏 无 限 长 时 .会 上 形成 两 尔 平 斯 
其 三 角形 一 ” 挪 散 子 游 戏 和 分 数 几 何 之 间 有 善 惊 人 的 关 
圣 .在 届 和 人 慢 然 竺 弥 情 况 影 响 下 且 接 国定 规则 形成 的 。 
如 采 MVYK 机 的 透镜 不 仅 将 原 图 作 直 线 缩小 , 而且 
还 使 图 拱 焉 曲 , 这 个 理想 的 仪器 可 以 制 出 奇 婉 的 图 案 。 
一 个 比较 简单 的 带 4 个 透镜 的 MVK 机 就 可 以 复制 出 与 
引 的 实 玉 一 模 一 样 的 蕨 类 植物 , 若 按 欧 几 里 德 几 何 这 些 
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图 形 就 很 难得 出 。 但 芯 类 植物 和 分 数 几 何 也 有 一 点 是 相 
同 的 :开始 时 两 者 只 有 一 种 结构 图 。 植物 是 有 其 遗传 形 
式 的 。 选 择 MVK 机 确定 图 形 , 其 轮 廊 是 后 来 李 慢 慢 堪 
成 的 。 

尽管 比例 尺 不 同 , 但 是 山脉 .云海 . 海 举 线 总 会 册 现 
类 似 的 图形 ,不 过 并 不 与 经 监 的 分 数 几 何 的 锰 绕 图 完全 
一 样 。 为 了 复制 出 一 救 的 图 形 , 数 学 家 ,信息 学 家 以 及 艺 
术 家 们 将 车 于 个 NIVK 机 在 计算 机 中 连 在 一 起 并 任意 选 
择 , 在 哪 : -次 重复 后 使 用 哪 一 种 透镜 系统 。 他 们 用 这 种 
方法 制作 出 了 分 数 几 何 地 形 和 所 有 的 星体 .例如 作 电 影 
《星球 旅游 23 中 h 可 以 多 次 欣赏 到 。 
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奖 订 利 海关 有 多 长 

现代 分 数 几 何 从 诞生 起 不 仅 只 用 于 所 作 回 纹 型 的 曲 
线 和 半 面 .而 所 还 用 于 测 攻 。 学 特 尔 勃 洛 于 1967 年 在 美 
国 科 学 名 志 科学 》 上 发 表 本 一 篇 名 为 "英吉 利 海 岸 有 密 
长 ”的 文章 ;这 位 分 数 几 何 的 创始 人 的 答案 是 ;这 与 比例 
尺 的 大 小 有 关 。 测 量 者 的 考察 越 仔 细 , 出现 的 海湾 和 和 凸 
出 部 分 就 吉 多 ,它们 的 边 长 必须 算 在 海峡 长 度 内 。 举 实 
上 上 .不同 的 百科 全 书 给 出 了 介 于 7 200 公里 到 8 300 公里 
的 值 ， 曼 特 尔 撮 洛 评论 说 ;自然 撒 状 和 模型 实际 上 并 无 
特征 的 长 度 。 不 来 梅 大 学 的 海 因 效 ， 奥 托 ， 接 特 根 
CEHeinz-Otto Peitgen 和 和 他 的 合作 者 们 用 图 规 在 也 图 上 测 
过 英吉 利 海 尾 的 长 度 。 妆 圆规 角 辣 的 虑 离 表示 为 500 公 
里 时 间 长 为 2 600 公里 ;而 距离 汤 17 公里 时 . 铺 果 算 &8640 
公里 。 企 比例 尺 无 限 小 时 ,海岸 长 庶 居 然 增长 到 接近 无 穿 
值 了 在 这 点 上 海岸 线 就 与 欧 几 里 德 儿 何 形状 有 基本 差 
别 。 尽 管 比例 尺 缩 小 多 少 ,图 的 周 长 总 是 等 于 xx 和 潍 以 直 
径 。 培 特 根 按 与 测量 英吉 利 海峡 一 样 的 方法 求 直径 沪 
1000 公里 的 图 的 周 长 。 如 果 圆 规 调 节 到 了 500 公里 , 周 
长 就 为 3000 会 里 ,调节 到 了 17 公里 时 , 周 长 为 3141 公里 。 

即使 经 典 的 分 数 几 何 曲 线 也 没有 最 后 的 长 度 。 如 在 
制作 雪花 晶 线 时 每 重复 :一步 , 齿 形 图 都 比 前 一 步 长 1/3， 
由 于 这 个 过 程 常 是 一 直 进 行 下 去 的 ,所 以 长 度 是 无 限 增 
加 的 。 雪 花 曲线 和 英 责 利 海岸 都 不 会 完全 盖 住 任何 一 小 
块 面积 。 因 此 这 两 分 数 几 何 亩 积 太 太 , 而 不 能 有 一 维 的 
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长 度 . 但 是 允 于 二 维 的 面积 来 者, 他 们 又 太 小 了 。 而 瓯 几 
里 德 图 形 总 可 以 具有 一 个 尺寸: 直 的 线段 和 圆 岗 有 -一 维 
(有限) 的 长 度 , 止 方形 和 三 角形 有 二 维 的 面积 , 球 和 和 锥 有 
三 维 的 体积 。 为 了 仍 能 表示 分 数 几 何 图 形 的 大 小 ;大 约 
件 80 年 前 数学 家 们 就 采用 了 分 数 { 小 数 ). 如 1.26 或 
1.81.: 作 为 一 种 尺寸 。 由 此 产生 了 分 数 儿 何 (ractus, 拉 
于 洁 中 的 意 加 是 不 完 业 的 )。 在 曲线 的 情况 下 ,尺寸 数 日 
随 比 例 尺 愈 米 意 小 时 会 无 穷 地 上 增长。 期 间 有 不同 的 措 
庆 . 对 分 数 尽 寸 予以 界定 。 在 几 个 图 形 中 是 一 笋 的 ,但是 
在 其 他 的 图 形 中 就 于 不一致。 方法 不 同 , 映 吉利 海岸 的 
尺寸 比值 介 于 1.3 利 1.4 之 间 ， 
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每 个 复数 c 都 有 一 个 万 莉 亚 集合 (Julia-Menge)J 。 
首先 以 zo 为 初始 数 , 按 简 盖 的 计算 规则 ,确定 zx 。 再 访 
同样 方法 以 局 为 初始 慎 求 z;。 然 后 以 zx， 为 初始 值 , 继 
续 计 和 具 下 去 。 这 样 最 后 就 可 以 形成 无 穷 数 列 zo 、z.、 
Ta Re 

所 应 月 的 计算 规则 是 ,将 初始 值 平方 后 ,加 上 ce 
六 选 定 的 复数 。 第 一 步 得 出 x 为 过 十 c。 

众所周知 ,复数 可 解释 为 坐标 平面 上 的 一 点 。 复 款 
之 二 41* 加 与 人 举 标 ta， 站) 确定 的 点 相对 应 。 现 在 数列 
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ss、 <i、"… 站 两 种 可 能 性 :要 必 就 是 越过 所 有 界限 发 
展 .也 就 是 说 ,在 高 斯 数字 平面 上 .于 任意 大 小 的 加 上 。 

数列 在 零点 上 离开 。 或 者 它们 是 有 范围 的 ,这 样 就 有 一 
个 包围 数列 豆 域 。 对 于 选 定 的 值 cy, 复数 数 汪 平面 分 成 
了 两 个 部 分 : 移 量 , 它 包 括 所 有 始点 ,并 无 限 增 大 ;以 及 
所 有 始点 的 质量 ,其 次 序 存 在 于 有 限 区 域内 。 两 个 全 之 
闻 的 界限 就 是 值 c 的 尤 阐 亚 结合 ,符号 为 J,。c 为 口 时 ， 
数列 为 训 、 吕 2、 吕 如 果 纪 为 大 于 1 或 小 于 一 1] 
的 实数 ,数列 的 项 会 增 大 到 超出 所 有 范围 ,因为 在 每 次 
重复 时 ,其 项 离 零 点 就 超过 。 如 果 & 一 2 时 ,数列 为 二 、 
4、16、256、65 536 …。 xz 的 值 介 于 一 1 和 工 之 间 时 ， 
数列 的 项 过 步 接近 于 站, zi 二 1/2 时 , 数列 为 112、 /4、 
1716、172356、1765 536…， 数 一 1 和 1 位 于 越 来 超大 和 
接近 于 0 的 数列 的 界限 上 。 因 此 它们 属于 尤 痢 亚 钻 合 
Jo。 鞍 为 复数 ,如 果 zz 在 高 斯 数学 平面 内 离 零 点 的 
距离 不 超过 ] 单位 长 度 时 , 即 在 圆 宅 点 .半径 为 1 的 图 
内 时 ,那么 数列 是 有 限 的 。J', 是 一 半径 为 工 的 圆 。 大 
多 数 其 他 尤 利 亚 结 会 的 形式 十 分 奇怪 。 

每 个 复数 有 一 介 尤 莉 亚 结合 J.。 对 于 有 些 c 值 ,J 
是 相 过 的 ,对 于 其 他 值 ,数量 分 最 为 洗 点 。 曼 特 尔 勃 洛 量 
指出 ,那些 尤 莘 亚 量 并 无 隔离 地 区 。 曼 特 尔 物 洛 量 已 含 
坐标 人 a, 站 的 所 有 点 。 当 Cc 二 a 十 i 所 时 .J 是 相关 联 的 ， 
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雪花 曲线 和 西 欠 平 斯 基 三 角形 特别 适用 于 解释 分 数 
几何 的 原理 。 而 新 数学 学 科 的 标志 却 是 男 -种 留 形 . 即 
皖 特 尔 邦 洛 基 也 被 称 为 图 胖 然 人 (图 6)。 准 确 地 襄 , 肯 
定 不 是 分 数 几 何 周 形 ,只 是 它 的 边缘 。 大 约 在 20 年 前 曼 


图 6 如 来 社 费 特 尔 圳 洛 集合 边 妇 上 的 一 部 分 放大 .总 是 出 
现 奇 怪 的 形状 。 


ie 


特 尔 怠 洛 第 -次 在 计算 机 屏幕 上 看 到 了 它 -不 过 很 模 
机。 不久 这 图 形 向 世界 各 地 进军 。 现 在 这 个 自我 缠绕 的 
奇 翌 图 形 是 当代 数学 中 普遍 关注 的 对 象 . 也 号 建立 于 大 
约 有 80 年 历史 的 论文 基础 之 上 :这些 论 文 是 由 两 他 法 国 
数学 家 加 斯 东 。 无 莉 亚 ((iaston Julia. 1833 ”1978) 和 皮 
尔 。 注 密 [Picrre Fatou，1878 . 19291) 握 写 的 。 

曼 特 水 孝 滞 集合 是 通过 一 系列 经 上 典 分 数 几 何 闵 理 妈 
所 请 的 区 莉 炎 集合 来 定义 的 。 其 至 尤 灯 业 集合 ;如 雪花 
曲线 或 西 尔 平 斯 基 三 角形 也 是 无 数 次 重复 反馈 后 得 到 的 
图 形 ,而 且 还 得 用 复数 计算 .元 莉 亚 集合 具有 上 自身 相似 
的 结构 。 法 多 和 和 尤 莉 亚 已 证 明 , 通 过 边 绿 线 二 很 小 的 一 
部 分 就 可 以 再 现 整 个 图 形 。 上 与 其 他 经 由 分 数 几 何 图 形 档 
反 . 它 们 并 不 具有 完全 的 自身 相似 性 。 人 和 他们 椒 是 一 个 图 
形 的 淮 确 复印 ,而 是 上 襟 形 的 复制 。 无 莉 亚 集合 也 可 通过 
MYVK 机 形成 。 不 需 将 原 图 缩小 ,MVK 机 只 需 将 原 图 进 
行 相应 的 变形 复制 就 可 以 了 ， 

曼 特 外 过 洛 集合 混沌 状态 研究 的 招牌 一 由 于 
总 是 出 现 自身 相似 的 结构 .因而 是 最 月 规则 的 图 形 。 因 
此 在 它 的 边缘 总 是 出 现 其 缩小 后 的 复制 网 。 此 外 它 还 是 
通 计 疱 莉 亚 集 仓 指 明了 路 标 . 如 果 用 变焦 晤 镜头 仔细 观 
察 细 闻 ,我 们 就 会 发 现 螺 特 尔 勃 铬 集合 的 结构 中 有 些 点 
与 万 痢 亚 集合 中 相应 的 点 很 相似 。 通 过 近 几 年 的 研究 ， 
数学 家 们 已 卉 清 了 图 形 中 许多 相似 点 的 规律 性 。 对 于 其 
他 相似 点 ,甚至 专家 们 也 还 不 能 理解 。 
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处 数 几何 改变 了 以 往 十 分 保守 的 数学 家 们 的 心情 。 
一 -部 分 人 认为 分 数 几 何 是 爱 因 斯 出 以 来 最 伟 夫 的 科学 成 
束 , 另 一 部 分 人 认为 他 过 二 夸张 了 。 

其 实学 不 界 访 感到 高 兴 : 从 未 有 任何 数学 学 科 像 分 
煞 几 何 这 样 受到 欢迎 。 和 登 个 中 学 生 痢 知道 他 的 招牌 :各 
为 曼 符 尔 币 浩 集合 的 有 无 数 分 支 的 奇 翌 计算 机 图 翅 。 同 
时 这 了 由 要 归功 本 海 因 黄 。 奥 托 - 培 特 根 。 这 位 不 来 和 梅 大 
学 的 教授 此 时 此 地 被 视 为 分 数 儿 何 的 公认 权威 人 物 , 许 
多 科普 书籍 也 多 次 宜 传 过 他 。 他 说 :“ 浊 沌 分 数 几 何 将 数 
学 从 历史 中 带 人 了 21 世纪 ,新 的 方法 和 标注 方式 很 可能 
会 有 力 解 决 我 们 巨大 的 全 球 问 题 。” 

这 种 “大 言 不 刁 ” 的 言论 使 一 些 人 有 所 不 满 ,如 杜 塞 
尔 多 去 的 数学 教授 克 劳 斯 ， 施 特 萎 (Klaus Steffen) 成 
为 ; 培 特 根 通 过 他 的 书籍 以 及 让 媒体 上 的 出 现 .会 在 公众 
中 形成 不 好 的 印象 。 数 学 研究 者 们 决 不 会 仔细 观察 计算 
机 显示 器 上 的 彩色 污渍 ,分 数 几 何 只 是 :个 相对 较 小 的 
局 部 领域 .其 至 收益 还 须 有 所 证 明 。 时 然 其 他 学 科 如 物 
理 或 医学 的 科学 家 们 常常 在 实际 中 发 现 分 数 几何 结构 ， 
但 是 这 已 经 “ 变 成 全 民 体 育 返 动 ”, 因 此 也 就 没什么 意 文 
1 。 施 特 分 嘲笑 说 :在 新 时 代 中 ,科学 已 经 达到 了 非常 
精确 的 境地 。 倍 受 称赞 的 曼 特 尔 勃 洛 集合 只 是 新 的 狂热 
地 拜 的 偶像 . "对 十 嘲笑 空话 , 培 特 根 解 释 是 :混沌 状态 和 
分 数 几何 使 数学 学 科 从 甚 自己 选择 的 狭小 空间 中 解脱 出 
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来 .而 这 并 不 居 对 所 有 居民 都 是 近 宜 的 。 实 队 . 上 纯粹 的 
数学 家 前 前 很 礁 向 外 行 解释 清楚 他 们 研究 的 意义 和 目 
的 。 因 此 有 些 大 分 明 是 在 妒忌 培 特 恨 。 然 而 分 数 几 何 是 
否 鼻 的 能 像 他 的 先 虑 者 们 所 预言 的 那样 ;改变 纪 界 还 有 
竺 证 明 。 


运 动 


1865 至 1667 年 间 英 国 剑 桥 蔓 延 着 癌 疫 ,大 学 不 得 
不 关 用 。 位 勤 查 的 常常 独 来 独 往 的 大 学 生 在 沃 尔 斯 需 
普 (Woolsthorpe) 他 父母 的 家 里 度 过 了 这 段 时 光 。 有 一 
天 :他 坐 在 全 果树 下 的 草坪 上 ,一 个 从 树 上 掉 下 来 的 便 果 
差点 克 天 他 涉 上, 这 使 他 突 发 灵感 ;用 重力 解释 天 体 运 
动 的 原因 。 不 错 , 这 个 学 牛 斌 是 牛顿 (1543 一 1727) ,古典 
物理 学 的 葛 基 人 。 当 时 这 学 科 还 未 从 人 它 的 "姐妹 ”学 科 数 
学 中 分 离 出 来 ,例如 那 时 光学 ,天 文学 和 和 力学 被 视 沪 数学 
的 分 去 学 科 。 为 了 理解 苹果 掉 下 来 的 原因 ,和 牛顿 首先 必 
须 建 立 直 和 着 今天 都 还 是 最 重要 的 数学 理论 :微分 学 . 在 
那 以 前 ,数学 都 是 从 药力 学 的 角度 来 解释 自然 的 。 而 现 
在 要 描述 运动 。 

为 了 简单 起 见 ,我 们 谈 想 右 一 - 颗 80 米 高 的 全 果树 ， 
第 一 秒 时 攻打 向 下 运动 5 米 .第 二 秒 时 一 一 由 于 地 球 引 
力 束 度 变 太 了 - -全 困 的 高 度 降低 了 15 米 , 第 三 秘 时 
25 水 ,第 四 秒 H 时 35 米 。 这 样 华 果 运 动 了 80 米 后 落 到 了 
地 上 ,每 秒 时 刻 它 的 高 度 什 分 别 量 80、75、60、35、0 米 。 
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但 是 ,在 17 世纪 时 ,还 没有 人 能 测 出 这 些 值 。 意 大 
利 学 : 垢 合 利 略 (1564 一 1642) 要 想 办 法 便 一 个 球 从 斜面 上 
深 上 去 ,又 滚 下 来 。 也 许 当 时 科学 家 和 他 们 的 资助 者 们 ， 
关心 的 不 基准 确 描述 苹果 落下 时 的 情况 ,而 是 要 计算 地 
弹 飞 行情 况 时 两 要 与 这 相同 的 物理 定律 。 

蔷 果 扁 度 的 计算 又 说 明了 什么 呢 ? 从 这 些 数 中 看 不 
出 什么 模式 。 我 们 试 试 计算 苹果 运动 时 的 速度 。 风 开始 
时 它 是 静止 的 。1 和 后 ,速度 约 为 10 米 " 各 4 即 36 于 六 7 
小 时 ) .2 秒 后 为 20 米 / 秒 ,3 秒 后 30 米 / 秘 。4 秒 后 它 以 
40 米 / 黎 的 速度 溢 在 了 草地 上 上 。 速 度 显 示 一 个 简单 的 情 
沈 :0、10、20、30、40, 苹 果 的 速度 每 秘 会 增加 10 来/ 种。 
物理 学 家 可 能 会 说 加 速度 常量 为 10 米 ' 秘 ， 种 或 10 米 / 
秘 : < 事实 上 地 球 加 速度 的 值 约 为 9. 81 米 / 秒 :)。 除 丁 每 
秒 的 情况 .我们 出 可 以 计算 任意 时 间 苹 果 的 高 度 和 连 度 。 
如 果 我 们 在 图 表 上 表示 吾 果 的 各 个 高 度 与 时 间 的 美 系 ， 
可 以 得 到 -条 电线 。 戎 表示 速度 和 时 间 的 关系 , 则 得 到 
一 条 直线 。 表 示 加 速度 情况 时 是 一 条 水 平 直 线 : 加 速度 
值 保持 10 米 ' 秒 ? 不 亚 。 二 个 物理 量 描述 全 果 下 落 的 情 
沈 : 高 度 , 高 度 的 改变 表示 回 摩 ,以 及 速度 的 改变 即 表 示 
加 有 速度。 牛顿 不 仅 认 识 到 .速度 和 加 速 庶 的 模式 比 昼 度 
的 会 式 简 单 ,而 且 他 还 发 时 了 一 种 如 何 由 一 个 量 得 到 部 
一 个 量 的 方法 ;微分 。 这 是 一 种 计算 变化 率 的 方法 。 所 
谓 的 积分 是 将 求 微 分 的 过 程 掺 过来。 通过 积分 可 以 由 蛮 
化 率 求 出 最 初 的 曲线 。 整 个 情况 邦 可 以 用 图 来 表示 。 变 
化 闪 就 是 斜率 。 苹 果 情 况 中 我 们 举 一 个 速度 曲线 是 直线 
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图 7 苹果 的 掉 下 表示 一 条 捏 弯 的 曲线 , 建 度 为 一 直线 ， 
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的 简单 例 庆 。 因 方刚 开始 时 季 果 是 总 目的 .1 秘 以 后 速 
度 为 10 米 秒 , 所 以 该 直 线 过 点 40.00 和 《1 一 10)-。 在 我 
们 右 移 一 个 单位 时 :也 向 下 移 10 个 单位 量 。 直 线 上 任意 
两 点 的 比值 部 是 ]: 160。 直 线 是 下 降 的 . 困 此 他 的 斜率 
一 110, 

仕 曲 线 时 人 情况 复杂 些 . 我 们 必须 运用 一 个 数学 中 党 
用 的 等 门 : 并 将 复杂 的 问题 转化 为 简单 的 问题 。 在 这 个 
情况 中 我 们 通过 一 些 特定 斜率 的 直线 即 切线 来 表示 曲线 
伍 某 点 的 斜率 。 切 线 是 与 曲线 在 茶点 接触 但 不 切割 的 直 
线 。 这 个 描述 芋 果 情况 的 曲线 的 斜率 (微分 ) 被 定义 为 过 
这 一 感 的 切线 的 斜率 。 为 求 出 这 个 值 ,可 行 的 方法 是 计 
算 无 穷 多 个 小 量 的 值 。 现 在 每 个 工程 师 或 技术 人 员 都 会 
党 无 铬 像 地 米 几 这 种 方法 。 不 过 长 时 间 以 来 无 穷 小 且 令 
数学 家 们 伤 透 了 脑筋 。 

其 全 微分 的 反 过 程 -积分 也 可 以 用 图 表示 。 我 们 
观察 英 果 速度 曲线 下 面积 的 增加 基 时 ,向 右 物 得 越 远 ,就 
会 得 到 高 度 曲 线 。 微 分 的 发 明 使 自然 科学 开创 了 一 个 新 
上 时代。 从 此 以 后 就 可 用 数学 来 表示 自然 界 的 变化 了 ,如 
热 . 流 、 光 ,超声 . 电 以 及 磁 的 传播 或 化 学 反应 过 程 .这 - 
切 带 可 以 用 这 种 新 方法 来 计算 。 

徽 积 耸 的 创造 者 牛顿 天赋 聪 明 , 也 有 他 自己 的 特异 
之 处 。 例 如 ,他 曾 深 入 研究 过 炼金 术 . 一 种 中 世纪 流行 的 
由 普通 材料 获得 黄金 的 方法 ， 同样 他 还 写 了 无 数 神学 著 
作 。 他 揭示 了 《圣经 } 中 所 谓 的 预言 .或 使 毫 无 关联 的 章 
T 连 在 -起 。 不 知 出 于 什么 样 的 原因 ， 对 他 视 为 “充血 ” 
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现在 如 何 确定 曲线 上 某 一 点 的 变化 率 或 斜率 ?” 直 
线 情 况 时 这 休 值 很 容易 求 得 : 取 两 点 (zy， 妇 和 (T，y )， 
来 y 值 和 并 值 的 差 的 商 (wy 一 四]r 一 Xx) 。 芋 果 津 度 
曲线 就 可 以 表示 为 y= 二 一 10. xz。 不管 取 什么 x 和 x ' 值 ， 
和 镍 率 (yy 一 y)/(x' 一 7) 都 为 一 10。 现在 曲线 上 的 点 ( 比 
较 桂 图 7) 由 所 谓 的 投影 或 函数 了 表示 。 它 悟 竖 轴 上 的 
值 与 横 轴 上 的 值 相 时 应 。 我 们 想 求 曲线 上 的 点 [yx， 
Fz)] 的 斜 带 。 先 求 ] 六 zz 一 天] 一 了 )， 其 中 大 
是 模 轴 上 任意 许可 值 。 与 直线 情况 相反 ,可 是 这 个 商 在 
曲线 与 工 无 关 。 我 们 想 求 点 [zx， 丰 (zxz)] 处 的 斜率 ,所 以 
我 们 使 了 越 来 越 接近 ,这样 (Xx) 也 接近 了 f(x) 值 , 因 
此 分 子 与 分 母 都 趋 近 于 0。 而 当 直 线 平滑 无 转角 时 商 
[flx ) 一 了 (x)J]/(x' 一 xz) 接近 一 全 国定 值 。 它 是 曲线 
在 点 [XT， F(z) 处 切线 的 斜率 。 

听 起 来 复杂 的 东西 往往 并 不 崔 。 函 教 Ar 一 80 一 
5，x 大 体 表 示 革 果 高 度 曲 线 。 我们 取 Xx 一 1, x 二 3， 
得 到 遍 ， 


[fi — fon) — x) = [80—3.3:— (80— 5)]/2 
=— 20, 
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若 z 一 lz 一 2 时 ， 厌 rr) 一 乒 z)] Cr 一 7) = 

[四 一 5。 晨 一 人 (80 一 5)171 一 一 15. 
x 二 1.5 时 , 商 为 一 12,5; 之 一 1.1 时 ,高 为 一 10.5i 
1.01 时 . 商 为 一 10.05; x 二 1.00] 时 ,高 为 
一 10. 005 ,x 越 接近 ] 时 ,. 商 也 更 接近 一 10。 当 从 另 一 
边 计算 时 ,情况 同样 如 此 .7 二 0.5 上 时, 商 为 一 7.5; 


z 一 0.99 时 ,为 一 995; 在 一 1 时 ,斜率 也 称 为 导数 
的 余兴 ,为 一 1C。 

为 了 不 必 在 每 处 都 求 出 商 值 ,数学 家 们 想 出 了 一 些 
办 法 ,不 需 对 每 一 场所 的 每 一 吕 数 计 蜡 无 数 教 值 。 像 我 
们 所 举例 子 中 简单 投影 的 导数 是 按 篇 单 计算 规则 求 出 
的 。 子 数 f(x) 一 80 一 517? 的 轩 率 很 容易 就 可 以 看 出 。 
斜率 构成 一 争 用 SCz) 一 一 10。 并 表示 的 直线 。 


CFluxioneD) 的 微分 学 一 直 佚 持 沉 默 。 他 不 相信 别人, 正 
如 他 害 人 受到 批评 一 样 。 故 卉 玄 虚 没有 给 他 带 来 什么 好 
处 :他 常常 与 其 他 科学 家 争论 是 谁 在 什么 时 间 发 现 了 什 
么 。 他 与 艾 特 弗 里 德 。 莱 布 尼 菠 5Gotrtfried Leipnitz) 关 
于 足 谁 先 发 现 了 微分 法 的 争论 , 是 科学 史上 最 激烈 的 争 
论 之 一 。 

1669 年 牛顿 第 一 次 写 下 了 “充血 ”的 理论 。 这 份 手 
稳 只 有 几 位 英国 数学 家 看 过 。 莱 布 尼 芯 十 1684 年 发 表 
了 他 自己 独立 完成 的 第 一 篇 关于 微分 的 论文 ,论文 中 设 
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有 提 到 午 融 。 学 术 界 通过 这 篇 论文 才 了 解 了 这 门 新 的 数 
学 .这 样 甘 布 尼 荡 就 与 微分 学 联系 在 了 一 起 : 呵 旦 直到 今 
太 还 保留 着 他 内 的 儿 个 词 判 .。 这 两 位 学 者 激 绚 地 争论 着 
谁 优先 的 问题 ,这 对 十 他 们 的 智力 米 说 是 不 值得 的 .而 是 
这 次 争论 直到 19 世纪 末 ,使 得 英国 和 德国 的 党 者 们 在 全 
作 时 互 不 信任 ， 


从 年 全 到 混沌 状态 


僻 所 局 并 ,重力 不 公 可 以 让 苹果 从 树 上 掉 下 来 ,而 且 
还 读 定 着 天 体 的 运行 情况 . 牛顿 成 功 地 画 出 了 两 个 相互 
吸引 的 天 体 运 行 罗 迹 :在 椭 医 轨迹 上 它们 围绕 它们 共 局 
的 重心 旋转 一 一 即使 这 个 过 程 不 那么 明显 。 例 如 火星 就 
征 在 巨大 的 贿 辆 上 转 比 太阳 旋转 的 。 而 太阳 却 在 一 个 不 
太 引 人 注目 的 小 轨迹 上 旋转 :我 们 的 头 奈 太阳 比 火 星 的 
质量 大 很 多 .以 至 于 它们 共同 的 质量 中 心 落 在 了 太 明 的 
表面 之 下 。 

当 和 牛顿 想 确定 三 个 由 于 重力 而 互相 暖 引 的 夫 体 一 
如 太阳 ,月 损 和 地 球 是 如 何 运 动 时 ,他 失败 了 。 而 且 他 的 
继承 者 们 也 同样 如 此 。 直 到 今天 这 个 所 谓 的 三 个 天 体 的 
问题 虽 经 多 方 努 力 仿 然 未 被 完全 解决 .计算 整个 太阳 系 
的 问题 就 更 不 用 说 了 。 不 过 数学 家 们 不 仅 已 找到 了 接近 
的 答案 ,而 且 还 指出 ,对 于 这 个 问题 不 可 能 有 以 公式 形式 
米 表 示 的 管 案 。1994 年 美国 体 治 亚 州 工学 院 的 谢 志 洪 
的 证 明 更 为 惊人 ;天 体 9 吕 能 会 慢 慢 偏离 物 道 。 因 而 我 们 
的 太阳 了 系 并 不 是 稳定 的 。 这 三 个 大 体 的 问题 是 近年 来 出 


志 
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现 的 混 济 状态 研究 的 典型 例子 之 一 ,根据 这 个 研 宫 我 们 
无 法 预测 复 汪 系统 的 情况 . 


无 穷 


无 穷 在 数学 中 随处 可 由。 有 时 无 穷 是 曲 时 的 .如 了 欣 
几 里 德 关 上 质数 数目 的 定理 ;有 了 时 是 隐藏 的 ,如 中 学 数学 
中 众所周知 的 定理 ;三 角形 内 角 和 次 180 度 就 涉及 刘 无 
穷 , 因 为 它 不 是 指 某 个 具体 的 三 角形 ,而 是 指 任意 -- 个 二 
角形 。 因 为 一 个 平面 上 不 在 -: 条 直线 上 的 任意 个 点 可 
构成 - :个 一 角形 ,所 以 有 无 数 个 不 同 的 三 角形 。 阿 样 毕 
达 哥 拉 斯 定理 也 隐 含 着 无 穷 。 因 为 有 无 穷 个 直角 二 角 
形 。 准确 地 说 ;微分 也 不 是 有 限 的 ,因为 在 求 微 商 时 要 求 
x 无穷 接 近 于 之 。 数 学 是 惟 能 客观 对 有 限 的 生物 检验 
无 穷 定 理 的 科学 ,研究 人 员 运 用 励 穷 来 开发 技术 ,其 中 一 
个 重要 机 念 斌 是 变量 。 它 代表 整体 中 的 任意 - -个 。 我 们 
在 这 本 书 中 稼 常用 名 变量 , 例 刘 欧 几 里 德 的 证 明 ,存在 无 
穷 多 个 质数 。 我 们 假设 有 有 限 个 质数 并 将 它们 列 出 米 ， 
Pi、 ED 了。 其 中 地 和 代表 质数 的 己 、P。、 
、…、P。 一 样 是 一 -个 变量 一 它 代 表 任 意 一 个 自然 数 。 

用 复 量 可 以 一 下 解 桨 无 穷 和 多 个 别 倩 况 的 问题 。- 一 个 
简单 的 例子 是 如 命题 “每 个 奇数 平方 数 除 以 8 后 作 1” 的 
证 明 。 我 们 可 以 用 最 切 几 个 奇数 平 廊 来 检验 这 个 命题 。 


1 一 x8u 可 1 
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3 一 9 一 1X8… 加 1 
5 一 25 一 3X8… 吉 1 
72 -49 一 6Xx8… 加 1 
92 = 8] 二 1]uX8-… 加 1 
这 样 我 们 决 不 可 能 得 出 一 个 普通 的 证 明 。 可 能 在 下 
个 奇数 平方 数 时 这 个 命题 就 不 成 立 了 。 腹 一 个 巧妙 的 选 
择 的 变量 可 以 壁 开 这 个 问题 。 
因为 奇 煞 的 乘积 总 为 霖 数 , 所 以 奇数 平方 数 必 定 是 一 
个 奇数 。 每 个 奇数 叉 可 写成 为 2， 2 十 1, 其 中 是 生意 自 
然 数 。 它 的 平方 可 按 公 式 Ca 十 ?2 二 a2 十 2 -a .5 十 可 
(21 二 12 一 4 十 4 十 1 一 4wpmfn 十 1) 十 1 


因为 训 和 Pm 十 1 是 连续 的 数 , 所 以 两 者 之 一 必 为 偶 
数 。 这 就 是 说 , 鲜 积 n+ Cn- 十 1) 也 是 俏 数 。 因 此 。(Cz 十 
1}72 是 一 个 整数 。 这样 我 们 可 以 将 等 式 的 右 仙 改写 为 : 
‘2 ond12 二 8 [ne {tnd1)/2]1 
当 mvcna 1)72 是 整数 ,那么 -个 奇数 的 平方 (2 ,nn 
十 1 改定 为 8 的 倍数 加 1 


如 腰 涉 及 时 是 无 穷 ,我 们 普通 人 很 快 就 无 法 想像 了 。 
以 荆 廷 根 数学 家 达 韦 德 ， 希 尔 见 特 (David Hilbert， 
1862 1943) 疝 名 的 希 尔 册 特 旅店 ,就 是 这 样 一 个 例子 。 


这 个 数学 方式 的 旅店 有 无数 个 房间 , 因 轴 它 从 未 住 满 过 。 
如 果 哪 天 所 有 的 房间 都 住 满 了 人 后 ,又 来 了 - -位 新 容 人 ， 
所 有 的 人 只要 顺 移 -一 个 房间 就 可 以 了 :1 号 房 的 客人 把 
房间 留 给 新 来 的 人 ,并 住 进 2 苇 房 .2 号 房 的 客人 住 3 号 
房 .3 苇 房 的 客人 住 4 号 房 , 等 等 …… 以 比 类 扒 。 这 样 每 
人 部 有 了 自己 的 房间 ,尽管 如 此 还 有 一 间 房 留 给 新 来 的 
客人 。 

甚至 无 穷 多 个 新 到 的 客人 ,也 不 会 让 希 尔 贝 特 旅店 
的 门卫 为 难 。 每 位 个 人 只 需 换 到 号 码 为 他 现在 房间 号 码 
的 2 倍 的 房间 就 可 以 了 。 这 样 1 号 房 的 客人 换 到 2 号 
房 ,2 号 房 的 客人 换 到 4 号 房 ,3 号 房 的 客人 换 到 6 号 房 
4 号 房 的 客人 换 到 8 号 房 , 以 此 类 推 。 最 后 有 无 穷 多 的 
房间 空 出 来 了 .所 有 房 号 均 为 奇数 的 房间 。 

古 希 腊 人 早已 知道 了 另 个 怪 论 : 公 元 前 5 世纪 时 
埃 利 亚 (Area) 的 富农 XZenon) 思考 过 英雄 阿 希 来 思 
CAchlilles) 和 乌龟 之 间 的 竞赛 问题 。 动 物 先 疏 100 米 后 
阿 希 来 思 才 开始 跑 。 齐 农 想 . 不 管 阿 希 来 思 走 得 多 快 ， 
它 也 永远 不 可 能 超过 乌龟 。 但 它 到 达 乌 龟 的 起 点 时 ， 
乌龟 已 跑 色 前 面 某 处 了 。 当 它 到 达 这 处 时 ,这 只 疏 行 
动物 又 跑 到 另 一 处 了 ,这 个 推论 可 以 随便 重复 无 数 次 ， 
即 在 这 场 赛跑 中 乌龟 获胜 。 听 起 来 似乎 多 有 道理 , 果 
真 弄 此 吗 ? 

显然 证 明 本 身 有 说 服 力 ,但 这 个 故事 有 不 足 之 处 ， 
如 果 阿 希 来 思 的 速度 是 乌龟 的 10 倍 , 乌 包 跑 了 10 米 时 ， 
英雄 阿 希 来 因 刚 好 起 跑 。 鸟 伟 再 跑 1 米 时 , 阿 希 来 轧 跑 
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过 了 刚才 与 钨 路 的 10 米 。 乌 忽 嵌 中 10 厘米 ,这 位 宙斯 
的 孙子 艾 跑 过 了 1 米 …… 这 个 过 程 可 以 无 限 延续 下 去 . 
但 这 个 暑 离 总 长 是 有 限 的 111. 111…- 米 。 

过 了 这 个 距离 后 ,这 个 焕发 的 阿 希 米 轩 就 会 赶 上 并 
超过 乌龟 。 如 果 将 阿 希 来 患 中 过 的 路 程 相 加 ,得 到 无 穷 
项 的 和 ; 100 十 10 十 0 1 十 6.91 十 …, 这 个 和 (无 穷 ) 级 数 ， 
数学 家 们 想 出 了 许多 准则 ,如 阿 希 来 思 例 子 那 样 , 当 越 来 
越 多 加 数 公 加 时 ， 判断 级 数 有 具有 有 限 的 值 还 是 无 限 地 
增加 。 


无 穷 的 和 


茉 布 尼 茨 青年 时 ,他 的 老师 .荷兰 的 科学 家 克 里 斯 | 
芝 安 。 惠 更 斯 (Christian Huygens，1629 一 1695) 有 一 
次 用 级 数 的 计算 问题 者 验 过 人 他。 要求 菜 布 尼 英 确定 这 

个 级 数 的 值 为 : | 


i i ll 1 ,1 1,.. 
iT 百人 6 十 让 十 前 十 世 辣 强 十 


其 中 第 了 项 加 数 的 分 母 是 所 有 直至 天 项 的 自然 教 
的 和 (例如 二 后 时 ,分 峡 为 4 十 3 十 2 十 1 二 10)。 茉 布 
此 蒋 想 了 和 拱 久 ,最 后 得 到 了 下 面 的 等 式 ， 


1 1 1 1 1 1 1 
(填写 十 让 十 熙 二 下 十 开 十 郊 十 壮士 一 
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第 一 步 他 从 和 中 提出 2( 括 号 表示 硒 个 加 教 分 别 琵 
以 2) ,这 个 想法 的 聪明 之 处 在 下 一 步 就 体现 出 来 了 。 
每 个 圆 括 号 中 的 数 的 差 等 于 上 一 个 中 的 一 个 加 发 ,而且 
每 个 分 数 都 是 出 现 一 次 负 救 后 在 下 一 个 辆 拷 导 中 出 现 
正 值 。 郊 去 拷 号 后 ,所 有 的 分 数 相 互 抵消 ,只 有 第 一 项 
1。1 来 以 方 括号 前 的 2 得 到 答案 为 2。 


无 穷 大 不 等 于 无 穷尽 


对 于 数学 家 米 说 ,不 是 只 存在 一 -个 无 穷 ,而 是 有 许多 
(准确 地 说 是 无 私 委 )。 每 : -个 大 于 另 一 个 。 无穷 大 之 间 
记 何 比较 呢 ? 原则 上 和 和 小孩 数 数 - - 样 ;一 只 手 就 能 数 清 
全 上 放 的 4 只 芋 果 .一 只 芋 果 用 一 只 手指 。 数 到 无 名 指 
即 第 四 恨 于 指 时 就 结束 了 .成 年 人 不 再 用 手指 数 数 了 ， 
他们 会 在 脑子 里 分 配给 每 只 苹果 一 个 数字 :1，z，3，1。 

匹 穷 天 也 是 这 样 的 ,数学 家 们 试 蜀 找 出 一 种 明确 的 
安排 .例如 偶数 与 所 有 自然 数 的 无 穷 大 应 是 一 样 的 ,因为 
我 们 可 以 将 每 个 数 的 2 倍 与 这 个 数 相 对 应 ,由 此 得 出 了 


一 一 一 一 一 一 -一 
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一 个 规则 , 据 此 每 个 自然 数 只 与 -个 偶数 半 应 。 反 之 亦 
然 ;每 个 偶数 与 一 个 自然 数 , 即 它 的 1.2 相对 应 。 

分 数 的 数 日 比 自 然 数 的 数 日 磷 多 吗 ? 不 .这 里 也 可 
技 到 对 应 的 方法 .我 们 设想 列表 不 断 向 右 向 下 延长 ,这 
丁 他 一 定 能 包含 所 有 有 有理数 。 有 些 数 字 窜 次 出 更 ,但 这 
个 并 没有 什么 影响 。 

现在 我 们 可 以 接 提 汞 的 那样 一 - 通过 夺 索 曲 曲 的 运 
动 , 将 所 有 数 连 起 来 。 我 们 碰 到 的 第 -个 数 被 标 为 1, 第 
二 个 数 标 为 2 ,第 三 个 数 标 为 3, 依次 类 推 。 这样 我 们 就 
找到 了 一 种 使 每 个 分 数 与 一 个 皇 然 数 并 列 的 方法 。 不 同 
的 分 效 各 与 不 同 的 月 然 数 并 列 。 因 此 分 数 一 一 或 有 埋 
数 - ”与 自然 数 有 相同 的 无 穷 大 。 


1 2 3 4 5 6 
1 一 -2 .3— 4 .6— 
13 212 -312 AE -5/2 6/2 
3 2/3 373 5/3 6/3 


/4 274 -3/4 5/4 
入 2/5 3/5 5/5 6/5 
1 2/6 3/6 5/6 


避 么 实数 的 情况 呢 ? 奇怪 的 是 它 的 无 穷 度 大 一 些 。 
对 此 我 们 用 反 证 法 。 我 们 假定 实数 与 自然 数 间 存 在 对 
称 。 然 后 可 以 列 出 所 有 实数 ,特别 是 0 一 ] 之 间 的 实数 。 
我 们 可 以 设想 ,将 其 如 打字 机 打印 那样 ， 


-一 
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QU, A C2 A 
DO, A C2 Aas Od"? 


DO. Aa das dd 


和 


其 中 au 代表 第 … 个 数 的 小 数 点 后 第 一 个 数字 ,ae 
代表 第 一 个 数 的 小 数 点 后 第 .个 数字 .az 表示 第 二 个 数 
的 小 数 点 后 第 个 数字 ,一 般 来 说 am 代表 第 如 个 数 的 
小 数 点 后 第 = 个 数字 。 

这 样 的 表 列 能 包含 有 所有 的 实数 吗 ” 乔 治 ， 
(Creorg Cantor, 1845 一 1918) 用 一 个 天 才 的 巧妙 方法 证 
明 这 是 不 可 能 的 。 他 将 对 角 线 上 的 数组 成 了 一 个 表 列 中 
不 可 能 包含 的 新 的 数 :alazzas…。wil 表示 0 一 9 之 间 的 
一 个 不 同 于 au 的 数字 ,ass 表 示 0 一 9 之 间 不 同 于 az 的 数 
字 ,等 等 ,由 此 得 到 的 数 0. allazzass 就 不 可 能 与 列表 中 
的 数 相符 。 与 第 = 个 数 相 比 , 他 们 的 小 数 点 后 第 x 个 数 
字 不 一 样 。 由 于 这 适用 于 所 有 自然 数 n, 所 以 我 们 找到 
了 一 个 个 在 束 上 列 出 的 数 。 这 与 假设 矛盾 。 因 此 假设 是 
铺 误 的 . 

如 果 谁 对 这 个 钻 牛 角 尖 的 证 明确 凿 感到 怀疑 ,不 用 
感到 难过 。19 世纪 坎 托 尔 想 出 这 个 方法 时 ,他 志 受 到 了 
隔 事 们 尖锐 的 批评 。 享 利 。 庞 胃 菜 (Henri Poncaré， 
1854 一 912) ,这 位 当时 除 坎 托 尔 以 外 最 著名 的 数学 家 认 
为 ,后 代 会 将 坟 托 尔 的 想法 视 为 人 们 刚 从 中 恢复 过 来 的 
一 种 疾病 。 那 时 他 对 此 感到 很 失望 ,现在 不 再 有 人 怀疑 
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他 了 。 护 托 尔 本 人 却 因为 这 些 说 法 而 消沉 [ 广 . 最 后 他 住 
进 了 一 家 精神 牺 院 、 

详 数 的 无 穷 大 是 自然 数 的 更 高 的 :组 ,还 是 它们 之 
间 逊 有 元 和 穷 大 ? 为 了 得 出 结论 ,数学 家 们 花 耳 几 十 年 心 
库 ,; 却 一 无 所 获 。1963 年 斯 坦 袜 太 学 的 保罗 科 思 
《Paul Conem 证 明 这 个 问题 没有 答案 ， 


概 率 


世界 上 没有 什么 比 数学 概念 更 清楚 地 确定 过 。 不 过 
数学 概念 岂可 能 涉及 不 确定 的 东西 ,概率 论 描述 的 就 是 
偶然 情况 。 概 率 论 的 起 源 可 以 追 漳 到 17 世纪 的 法 国 , 那 
时 有 些 着 了 迷 的 赌 徒 想 计 算 他 们 赢 的 机 会 有 名 少 。 那 些 
创 导 者 思考 这 样 的 问题 ;两 个 骨 子 抠 1 次 至 少 有 
“六 ” 点 ,和 撕 12 次 至 少 有 两 个 ^ 六 ”点 ， 电 个 可 能 性 更 大 

此 后 几 平 所 有 科学 都 受益 于 概率 计算 :物理 学 .气象 
党 .工程 学 .生物 党 .医学 .经 济 学 .心理 学 .社会 学 。 直 到 
今天 许多 万 学 者 ,还 在 通过 丘 盟 子 . 扔 硬币 和 从 坛子 中 拿 
出 不 阿 颜色 的 气球 这 些 例子 ,来 研究 概率 的 基本 特征 。 
其 中 概率 被 定义 为 希望 情况 与 所 有 可 能 性 之 间 的 商 。 殷 
硬币 的 概率 为 1/2; 所 希望 的 情况 如 指 硬币 上 的 “头像 ”， 
所 有 可 能 性 是 "头像 "和 “硬币 数字 ”。 丘 蜗 子 时 有 6 种 可 
能 性 。 邱 出 “六 ”点 的 概率 是 1/6。 数 学 中 的 概率 总 是 在 
0 一 1 之 同 。 不 可 能 的 情况 ,如 指 一 个 骨 子 时 得 到 “上 七” 
所 ,概率 为 0, 并 不 具有 实际 结果 意义 。 肯 定 会 出 现 的 情 


= 
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况 , 如 一”, “二”, 三 ”,* 四 ”." 五 ”,* 六 ”点 的 概率 值 为 
。 所 谓 互 补 情 阅 概 滨 容 易 求 出 。 -次 舞 一 个 履 子 时 ,不 
得 到 “六 ”所 的 概率 为 1 一 工作 一 336。 
拂 两 个 能 了 时 至 少 有 个 "六 ”应 的 概率 有 多 大? 
1734 不 ,我 们 一 个 个 数 ， 指 隔 个 角子 时 有 36 种 情 党 ， 
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1， 
2 
3 
4， 
0， 


其 中 11 次 5 最 后 一 行 和 最 后 - - 列 ? 可 能 出 更“ 六 ”点 ， 
印 和 概率 为 11736。 如 果 谁 认为 是 1/3 一 - 每 个 骨 子 的 概 
率 为 176, 然 后 相 加 , 那 把 右 下 角 的 情况 计算 了 2 次。 昔 

已 经 有 一 -个 角子 量 示 的 是 “六 ”点 ,即使 另 一 个 也 是 "六 ” 
它 的 概率 也 不 会 提高 。 我 们 可 以 通过 互补 情况 求 出 
获胜 机 遇 ， 每 个 角子 不 显示 “六 ”点 的 概率 都 是 5/6, 其 中 
任何 一 个 都 不 是 "六 ”点 的 概率 就 是 (5,6)。，(5/6)。 互 补 
情况 (至 少 有 一 个 六” 点) 的 概率 为 ; 


1—(56) +» (5/6) 一 1 一 25736 = 0. 305 S55 
用 同样 的 方法 ,可 以 计算 出 据 12 次 时 两 颗 骨 子 都 为 
“六 ”总 的 概率 。 挪 工 次 时 ,不 会 出 现 两 个 “六 ”点 的 概率 


为 25736, 据 2 次 时 为 (35736) 。(35736) ,因此 12 次 时 
(35/36)12, 


"Ep. PE -+ ET HE 


运 辑 的 语法 一 一 数学 注 淡 


1 一 《35 36 0,28684l*: 


每 次 掷 骨 子 的 结果 与 下 :次 无 关 : 如 果 第 一 次 掷 出 
“ 关 "” 点 "他 痕 不 会 对 下 次 搓 的 结 半 有 影响 (二 管 吓 同 时 用 
不 门 的 骨 子 抑或 先后 用 同一 个 吉 子 朱 ?。 在 第 -次 据 
时 ,每 个 出 现 数 概率 都 是 1'6- 只 过 所 还 的 骨 子 不 是 
一 边 比 - 边 重 的 庄 。 这 个 扩 般 子 之 间 的 不 相关 性 . 听 起 
来 似乎 是 明白 易 懂 的 ,但 偏偏 有 些 人 就 是 不 相信 这 一 点 ， 
而 -下 了 于 输 光 于 所 有 的 财产 。 如 果 搓 了 100 次 的 结果 都 
是 "六 "点 :那么 第 101 次 时 ,出 现 数 的 概率 还 居 1/6。 同 
样 在 玩 了 才 次 轮 盘 财 后 ,下 一 次 每 个 数字 的 概率 也 没有 
改 此 "除非 有 人 人 摆 卉 过 轮 盘 赌 崇 )。 陀 思 有 要 事 夫 斯 基 
‘Fjodor [Dostojcwwski，1821 1881) 在 他 的 著名 小 说 《k 赌 
秆 3 中 写 道 :* 球 既 没 有 记忆 ,也 没有 良心 。” 

而 有 些 养 了 迷 的 赌 徒 们 不 愿意 看 清 这 …: 点 ,在 最 佳 
的 社会 中 也 会 出 现 这 种 情况 ;18 世纪 法 国 伟大 的 数学 家 
之 一 让 + 蒜 ， 半 阿 革 册 Jean le Rond d'Alembert, 
1717 一 1783) ,坚信 和 扫 了 多 次 硬币 结果 都 是 " 涉 像 ”后 ,“ 国 
徽 " 图 父 的 概率 就 会 增 大 。 而 且 他 还 认为 ,将 同一 个 硬币 
抛 3 次 和 同时 抛 3 个 硬币 的 情况 完全 和 不同。 今天 没有 数 
学 家 再 相信 这 些 话 了 。 

当然 也 有 结果 相互 关联 的 偶然 情况 ,这些 情 况 常 党 
带 来 困难 。 数 学 家 和 们 试图 以 所 谓 条 件 概率 来 描述 这 种 重 
洒 情 况 。 条 件 概 率 是 指 某 一 特定 事件 发 生 之 后 出 现 了 另 
一 件 事 的 概率 。 例 如 在 一 个 坛子 里 有 3 个 红 球 和 3 个 黑 
球 . 大 从 中 拿 出 一 个 球 ,那么 红 球 的 概率 为 1/2。 如 果 


前 


和 
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已 合十 一 个 红 球 ,再 要 拿 出 下 一 个 ,那么 这 时 拿 出 红 球 的 
概率 就 只 有 2/35.: 因 为 现在 本 中 有 2 个 红 球 .3 个 恩 球 ， 
连续 两 深部 拿 出 红 球 的 概率 就 是 1/2( 第 一 次 拿 出 红 球 
的 概率 ) 屠 以 2:5( 如 果 第 - -次 拿 出 的 是 红 球 .第 一次 登 
出 红 球 的 慨 率 ) 等 于 15。 相反 地 ,如 果 我 们 把 最 先 按 出 
的 球 疼 放 回 去 ,这样 就 可 以 得 到 结果 间 的 不 相关 性 。 当 
然 数 学 中 的 概念 ”一 不 相关 性 和 条 任 概 率 当 然 已 有 明确 
定义 。 我们 只 需 有 模糊 的 考 虐 就 可 以 了 ， 


无 穷 多 次 丘山 子 


芯 至 数学 也 不 能 确定 侦 然 实验 的 结果 ,如 接骨 子 , 抛 
硬币 或 生 孩 子 (生男 孩 还 是 生 女 孩 ), 但 如 实验 多 次 重复 ， 
可 能 确定 其 结果 的 趋势 。 所 有 概率 论 中 的 重要 定理 涉 此 
的 前 是 无 数 次 重复 时 的 情况 。 

如 果 撕 山子 的 次 数 足够 多 ,那么 拨 出 “六 "点 的 次 数 
与 此 他 指数 之 商 一 - 定 会 接近 1/6。 净 这 有 明白 易 懂 的 事 
实 , 用 数学 方法 正确 阔 述 并 证 明 的 是 雅 各 布 * 昭 诺 和 种 
(Jakob Bernoulli,，1634 一 1705} 必 出 的 贡献 。 据 + 科 学 传 
记 闻 典 》 所 称 , 他 是 一 :位 不 受 欢 迎 的 人 ,顽固 但 疆 , 爱 报 
复 , 自 证 ,然而 他 却 坚 们 自己 的 能 力 . 

他 的 “大 数 定 律 * 中 著名 的 勃 诺 利 定理 直到 今天 还 党 
前 故人 使 用 ,如 人 寿 保 险 中 柜 据 许 多 实验 (顾客 的 牛 死 ) 来 
计算 保险 金 。 可 惜 许多 赌 汉 认为 ,由 这 个 定理 推导 出 一 一 
经 过 一 段 时 间 会 出 现 平 贷 , 但 是 情况 币 并 非 如 此 。 哩 然 
“大 数 定 律 *" 保 证 慨 率 壕 早 会 接近 实际 情 沈 .但 没 说 明 何 
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时 接近 实际 情况 。 没 有 一 种 峭 博 能 对 一 校 不 做 "手脚 ?的 
便 币 中 事先 从中 灌 利 。 辑 盘 晴 和 握 俘 子 的 情 冲 者 是 这 样 。 
概率 论 的 其 他 重要 定理 所 涉及 的 也 是 同一 个 实验 无 
限 次 重复 时 的 情况 。 这 个 中 间 的 极限 值 定理 说 明 人 在 很 多 
情 泊 下 .结果 部 是 一 条 曲线 , 即 10 与 克 纸 币 上 的 高 斯 闷 
像 旁 的 所 谓 高 斯 曲线 。 
管 很 早 就 有 了 概率 论 , 仁 息 到 1933 年 安 德 利 挨 . 
尼 柯 拉 延 维 希 * 柯 莫 哥 洗 夫 (Anrej Nikolajewitsch Kol- 
mogorow，1903 一 1987) 才 将 他 收成 了 邻 天 的 形式 。 这 
位 前 苏联 数学 家 在 许多 复杂 的 群 论 的 基础 上 建立 了 概率 
论 。 学 术 界 对 此 争论 了 很 久 , 才 最 后 贯彻 了 他 的 设想 。 


概率 计算 的 飞 茎 


我 们 的 大 脑 伺 乎 还 有 问题 。 计 算 概 率 甚至 有 些 天 才 
数学 家 也 犯 过 一 些 错误 。 菜 布 尼 芯 认 为 撕 两 个 骨 子 时 得 
出 汪 一 "点 和 和 "十 二 ”点 的 概率 是 一 样 的 ,只 有 两 个 骨 子 
部 是 “六 ”点 时 才能 得 到 “十 二 ?点 ,而 “十 一 ”可 以 由 两 种 
方式 得 到 《多 前 面 所 列 的 概率 表 )。 不 是 第 一 个 俩 子 为 
“五 ”点 ,第 二 个 体 子 为 “六 ”点 或 反 过 来 ,第 一 个 休 子 为 
六 "点 ,第 二 个 散 子 为 “五 ”点 。 因 此 ,如 每 -位 普通 的 财 
秆 都 能 证 明 的 那样 ,可 以 得 出 , 指 两 个 体 子 时 .在 按 11 次 
种 扩 12 次 时 ,平均 出 现 的 数 均 为 2 售 这 样 多 ， 

概率 论 中 有 许多 这 样 的 怪 论 ,它们 不 与 之 辑 的 定律 
相 矛 盾 , 只 是 与 人 们 健全 理解 相 举 盾 -一 这 是 不 可 避免 
的 。 我 们 在 思考 时 擅长 的 是 发 现 模式 ,甚至 可 在 情 癌 还 
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未 完全 骨 朗 前 根据 情势 发 展 战略 。 这 对 猎人 和 收藏 家 来 
讲 表 定 是 合适 的 .而 同时 和 代 的 人 在 计算 概率 时 ,有 了 时 却 一 - 
筹 莫 展 。 或 彰 您 认为 有 堵 少 人 时 ,其 中 两 人 的 生 昌 相同 
的 概率 人 二 1172? 

答案 挟 23。 我 们 假如 这些 生 日 是 均 引 分 布 在 - :年 
中 的 ,而 有 日 每 个 人 的 生 中 都 不 同 ， 那么 第 一 个 人 可 以 是 
任意 :六 出 生 的 ,第 二 个 人 的 生日 就 呆 能 是 第 一 个 人 生 
日 以 外 的 其他 时 间 , 对 第 三 个 人 来 说 ,他 的 生日 就 只 有 
365 一 2 二 463 种 可 能 性 …… 。 如 此 等 等 。23 人 中 没有 
商 个 天国 一 午 日 的 概率 就 是 : 


(3 )x (3 )x (3 )> xX (党 )= 0. 49.…- 


这 样 人 宇 少 有 两 个 人 同一 天 生日 的 概率 为 1 一 0. 49 > 
0.5。 

与 生活 中 一样 ,概率 论 中 也 常常 涉及 金钱 问题 :“ 山 
半 述 惰 汽 车 ”是 美国 电视 节日 ^ 计 我 们 做-- 笔 交易 ”的 -- 
条 台 词 。 当 晚 的 获胜 者 可 以 在 节 旧 快 结束 时 在 三 扇 门 之 
旧 进 行 选择 。 共 中 一 - 扇 门 后 的 奖品 为 - - 辆 汽车 , 另 两 局 
门 后 各 有 一 只 代表 鸣叫 的 山羊 。 和 参与 者 作出 决定 后 ,证 
持 上 天 先 打 开 其 他 两 启 门 中 的 一 扁 , 总 是 一 具 羊 -- 一 这 是 
游戏 规则 。 现 在 大 与 者 可 以 改变 他 的 选择 .他 可 以 从 此 
来 提高 获胜 的 概率 吗 ? 

美国 4 检阅 3? 深 志 5Parade)1990 年 提出 这 个 问题 后 . 
引起 了 - : 场 激烈 的 争论 。 一 年 后 德国 媒介 也 开始 了 讨 
论 , 虽然 1959 年 美国 科学 3 杂志 将 这 个 问题 略微 改变 后 
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进行 介绍 时 , 收 到 了 许多 读 背 的 来 信 . 然 而 这 个 回 题 邻 人 
尿 计 的 管 案 又 -次 引起 了 到 动 ;如 果 参 与 者 改变 选择 , 获 
胜 的 概率 增加 . 倍 。 

如 党 全 坚持 选 那 剧 他 一 次 选中 的 门 .我 们 称 这 请 门 
为 入 。 如 果 他 坚持 选 这 扇 门 ,他 有 1 3 的 可 能 性 获得 汽 
相 。 旭 果 他 改变 主意 选择 .他 获 有 的 机 会 为 273。 二 种 
可 能 情况 中 ,他 有 两 种 获胜 可 能 性 :- 即 训 华 汽车 在 B 
1 站 或 CC 门 后 。 

一 如 采 汽 车 在 BB 门 处 ,主持 人 会 让 他 看 忆 门 后 的 

下 。 矢 与 者 将 选择 由 AT] 改 为 B 门 ,他 就 成 了 汽车 的 主人 。 

一 一 藻 车 在 CC 门 后 .主持 人 会 打开 B 门 ,参与 者 将 
六 门 改 为 情 门 就 电 了 。 

一 一 只 有 有 当 让 门 是 幸运 门 时 ,他 会 失去 汽车 。 

大 包 数 人 很 失望, 或 多 或 少 还 坚持 认为 不 管 参 与 者 
坚持 愿意 还 是 改变 主意 ,获胜 的 概率 是 -…- 样 的 。 

为 了 使 送 眉 所 深入 ,提出 灵 后 一 个 例子 ;说明 概 率 计 
算 与 直觉 无 大。 您 认为 下 面 这 个 小 游戏 怎么 样 ; 像 劾 数 
次 扫 便 币 的 结果 一 样 ,我 们 陌 人 每 个 人 说 -个 由 3 个 符 
号 构成 的 排便 ,如 “国徽 一 国徽 一 数 " 或 “ 烙 一 国徽 - 数 ”。 
束 这 样 抛 便 弄 ,直到 出 现 两 种 情况 中 的 一 种 。 谁 写 的 排 
列 先 出 现 谁 就 赢 。 您 可 以 列 出 您 的 符号 顺序 。， 您 试 试 ? 

下 然 一 项 序 以 178 的 概率 相同 ,这 个 游戏 一 在 
过 业 文献 中 称 之 为 “自由 矛盾 的 便士 ” 一 不 公平 。 最 先 
说 出 预测 符号 的 人 堵 数 会 有 一 半 的 大 会 失败 。 一 个 聪明 
的 对 手 会 将 第 -个 人 的 前 是 个 标记 作为 自己 的 后 两 个 标 
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让: 他 把 第 :次 预测 就 这 样 选择 , 击 不 是 利 皮 ,把 开始 的 
两 硕 预 测 与 对 手 的 两 次 由 符 。 他 的 前 两 个 标记 与 对 手 的 
后 两 个 不 一 致 。 

供 如 您 赌 的 是 “ 数 国徽 一 数 ”. 您 的 对 手 就 会 以 
“ 数 - 数 同 徽 " 来 对 抗 。 若菜 个 时 候 出 现 了 "“ 数 国 
每 ”, 有 半数 情况 下 .他 获胜 即 当 第 一 个 标记 为 * 数 ” 
时 。 而 只 是 当先 出 现 “ 国 徽 ". 再 出 现 “ 数 ?时 ,您 的 符 导 顺 
序 才 是 正确 的 。 这 种 情况 的 慨 率 汶 1.4。 由 这 个 概率 和 
只 抛 3 该 斌 成 功 的 概率 一 一 这 个 概率 为 (1 2) XxX (1/2) 
X02) 一 11/8 一 可 以 计算 出 歼 胜 概率 ,您 的 获胜 概率 
为 514) 十 (178) 一 《378) 。 

如 孙 谁 不 相信 的 话 , 尽 可 试 坛 。 作 者 在 试 了 24 次 后 
中 止 了 实验 : 正 是 有 9 次 先 出 更 “ 数 - 国徽 一 数 ". 有 15 
次 先 出 现 “ 数 一 数 一 国徽 ”。 


随 机 数 


所 请 的 随机 数 , 即 随意 选择 的 数列 ,在 计算 机 模拟 中 
前 消解 决 不 确定 性 问题 ,如 次 日 是 否 会 下 两. 一 台 器 械 使 
用 儿 长 时 间 后 会 出 现 第 -次 故障 ,或 高 速 公路 上 出现 堵 
塞 的 频率 是 多 少 。 借助 计算 机 模拟 ,计算 机 可 以 在 数 秘 
内 完成 实际 中 项 要 数 周 或 数 月 的 计算 过 程 一 而 且 不 只 
是 计算 一 次 : 随 着 随机 数 的 不 断 更 新 .ji 算 机 完成 数 干 次 
模拟 计算 。 最 终 计 算 机 会 得 出 某 一 结果 ,如 灯泡 烧 坏 或 
第 二 天 出 现 璀 天 的 频率 。 这 样 就 可 以 估 出 真实 生活 中 这 
些 结 条 的 概率 。 


人 研究 者 们 还 用 随机 数 解 决 并 非 随 机 约 问 题 。 例 如 他 
们 用 随机 数 找 出 出 油 处 , 协 阅 机 些 人 的 双 臂 ,机 报 天 气 情 
总 .随机 数 世 至 可 用 于 计算 而 科 。 数 学 家 们 从 随机 分 布 
的 点 形成 通常 中 矩形 的 到 所 形成 的 十 落下 米 ， 落 在 多 半 
愉 直 人 角形 的 去 屋 折 徐 闭 的 地 面 上 。 雨 点 数 其 多 窒 根 据 友 
屋 深 淄 如 何 .会 落 在 所 望 下 十 的 地 面 上 。 对 于 形状 复杂 
的 区 域 . 凡 用 这 种 方法 就 可 求 向 和 本。 

基于 随机 数 的 方法 叫 以 地 中 海 海边 著名 的 赌 城 
省 字 作 名 的 蒙特 卡 洛 CNIonte-Carlo) 方 法 。 科 学 家 
们 是 在 美国 的 曼哈顿 工程 中 研制 有 原子 阐 时 发 时 这 些 方法 
的 .他 们 来 解 关 物理 过 程 中 的 复 获 公式 。 

时 在 18 批 纪 方 法 的 前 身 就 出 现 了 。 当 时 法 国 自然 
科学 家 莱克 蒜 ， 德 . 布 河 (Georges-ILonis Leclere de 
Buffon. 1707 一 1788} 曾 多 次 将 一 根 针 拒 到 一 块 细 条 入 
点 布 上 ;而 量 针 的 位 管 是 随 蕊 的 ， 同时 他 数 出 某 条 细 纹 
钥 殷 中 的 频 常 。 扔 中 次 数 除 以 所 有 次 数 应 接近 于 计算 出 
的 蘑 条 细 纹 被 护 中 的 概率 。 因 为 后 者 中 出 现 了 圆周 率 
Tz 因此 他 可 以 近似 确定 x 的 值 。 一 位 意大利 数学 家 拉 策 
利 尼 《Lazzerini) 在 1901 年 曾 把 针 这 样 扔 过 3 408 次 。 他 
求 出 的 x 值 只 比 严 的 实际 值 小 百 万 分 之 -。 这么 高 的 精 
确 度 让 大 产生 怀疑 : 拉 策 利 尼 能 利用 纯粹 俩 然 性 求 出 这 
人 么 接近 的 天 人 利 的 概率 低 于 4%。 

为 了 得 到 用 于 模拟 的 随机 数 , 并 不 能 证 明 能 借用 丘 
散 于 或 于 轮 盘 赌 的 方法 。 因 为 需要 的 数字 很 儿 , 市 且 不 
能 确定 轮 营 和 钥 子 是 否 真 的 只 由 偶然 情况 决定 .一 段 时 
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间 后 会 不 会 一 直 显 示 某 个 数字 。 物 理 的 偶然 迁 果 ,如 襄 
时 性 发 变 , 证 明 也 是 不 实际 的 ， 

如 果 让 试验 参与 者 写 下 一 列 数 .所 得 到 的 结 入 时 完 
全 不能 用 的 ,因为 在 所 有 规则 中 道 常 参 与 者 很 少将 同一 
个 数 宇 连续 写 两 遍 或 更 密 遍 .例如 在 邱 山 子 时 .同一 点 数 
在 下 次 邱 时 的 概率 为 1.6。 由 1 至 8 之 加 的 数 构 成 的 
120 个 随机 数 数 列 中 ,总 是 有 约 20 对 柑 同 的 数 一 一 如 3 
个 相同 数学 先后 重复 3 次 。 人 的 伸 然 思路 悠 动 似乎 形成 
一 种 心理 阻 竺 ,提示 :如 果 看 来 是 偶然 的 话 , 那 我 就 不 能 
重新 书写 我 刚才 写 的 数字 。?” 

任 壹 等 卡 洛 方法 刚 被 采用 时 兰 德 公司 出 版 了 一 本 舍 
109 万 随 视 数 的 书 ”与 现代 的 计算 机 : 秒 钟 内 处 理 的 
随机 数 - . 样 多 ,因此 是 不 可 能 将 这 些 随 机 数列 在 表格 里 
的 。 现 在 计算 机 也 能 用 简单 公式 得 出 : : 些 看 起 来 似乎 是 
随机 数 的 数列 。 这 样 任何 时 候 都 有 足够 长 的 数列 叮 供 运 
用 。 而 时 这些 数 列 可 再 形成 。 用 完全 相同 的 数列 可 对 辣 
果 进 行 复 算 . 

虽然 参与 曼哈顿 工程 的 美国 数学 家 .计算 机 先驱 约 
输 ， 汉 -( 冬 时 (John von Neumann，1903 -1957) 曾 骂 
道 ; 任何 重用 数学 方法 来 得 到 随机 数 的 人 都 犯 了 上 徘 .” 木 
入 后 他 自己 也 经 不 起 诱惑 ,不 去 做 试验 了 。 他 的 取 中 间 
数 二 次 方 的 方法 被 证 明 是 不 能 用 的 。 

如 今 按 下 每 个 可 编程 微型 计算 机 的 键盘 , 它 都 会 显 
示 整 个 随机 数 的 清单 。 每 种 编程 语言 都 有 相应 的 指令 。 
通常 计算 机 总 是 运用 简单 的 线性 雷公 式 。 其 中 某 个 起 始 


其 居 上 一 步 的 结果 。 由 丁 模拟 中 大 量 使 用 这 些 “ 伪 随机 
数 ”, 在 模 所 中 这 种 基本 公式 可 能 是 性 工 最 季 用 的 公式 。 

但 宕 况 什 么 叫 随 机 昵 ? 同 所 有 哲学 问题 一 样 , 对 这 
个 问题 思考 的 时 间 越 长 ,这 个 问题 的 答案 就 越 难 。 数 学 
家 长 久 以 来 一 直 在 由 考 着 这 样 一 个 问题 :怎样 是 理想 的 
随机 数 数列 ?” 如果 将 -个 钙 币 先后 密 次 扫 回 空中 并 将 
“ 数 " 记 为 1 国徽? 记 为 9, 所 得 的 结果 应 该 被 视 汶 是 随 
机 的 。 困 难 之 处 在 于 :每 种 可 能 的 数列 都 是 以 相同 概率 
出 再 的 。500 000 的 概率 与 14 011 的 概率 是 一 样 的 为 
1732. 尽管 后 者 显得 更 随机 些 。 但 为 什么 更 随机 些 呢 , 这 
可 能 意味 着 什么 呢 ? 

70 年 代 复 杂 性 理论 对 此 提出 出 路 :如 果 一 个 数列 太 
能 用 较 短 的 - - 列 符号 来 表示 ,那么 他 就 是 随机 的 。 例 如 
D、1,，0. 1 0.、1, 0,1,0, 1 0、1 9 表示 为 “0、1 重 
复工 次 ”。 随 机 数列 是 不 可 能 用 这 么 简单 的 形式 表示 的 。 
理论 学 家 可 能 同意 这 个 定义 ,但 是 用 这 个 定义 只 能 辨别 
出 是非 随机 数列 ,因为 设 人 能 证 明 一 个 数列 不 能 用 某 种 
方式 更 简便 地 来 简单 表示 ,因此 在 实践 中 复 迷 性 理论 只 
在 一 定 茶 什 下 适用 。 通 常数 列 的 随机 性 是 用 统计 测试 来 
检验 的 ,例如 他 检验 数字 是 香 不 均匀 分 布 的 ,连续 数字 间 
的 差 是 和 否 有 规则 。 毕竟 这 都 是 需要 知道 的 一 般 规则 。 

近 几 年 数 党 家 思考 出 一 种 检验 随机 性 的 新 方法 ; 它 
检验 数列 中 的 项 ,预料 这 一 问题 可 能 有 多 难 。 如 果 在 一 
个 由 0 和 1 构成 的 数列 中 两 个 数 构 成 的 数 块 01 后 常 跟 
一 个 1, 这 个 数列 就 有 一 定 可 预见 性 。 车 01 后 0 和 1 出 
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现 的 次 数 一 样 才 , 也 无 法 知道 紧 跟 着 的 哪个 数 是 密 少 。 
“ 近 精 ”公式 雇 定 在 由 两 个 数 构成 的 不 同 数 坪 后 0 与 1 出 
现 的 频率 ,与 50% 对 5 入 的 平衡 情况 出 人 有 堵 太 ,并 让 
算出 所 有 山 个 数 数 块 的 平均 值 。 然 后 用 3 个 数 数 块 等 
等 ,以 此 类 推 计 算出 来 。 

用 这 种 方法 可 测 出 一 个 数列 的 随机 度 :从 “根本 不 随 
机 ”,“ 马 马虎 嵌 随 机 ”到 “随机 ”。 目 前 数学 家 是 根据 “ 近 
先 ”公式 , 而 不 是 根据 古典 概率 论 来 判断 数列 是否 随机 。 
这 个 新 公式 是 否 可 行 ,还 有 竺 进一步 验证 。 


放言 .粗鲁 放言 和 统计 学 


数学 分 支 中 给 人 影响 最 差 的 和 统计 学 也 是 以 概率 论 
为 基础 的 。 一 条 颇 受 欢迎 的 警句 是 这 样 说 的 , “不 要 相 
信和 不 是 您 自己 伪造 的 统计 ,” 英 国 的 政治 家 本 杰 明 ， 狄 
斯 莱 利 (Benjamin Disraeli，1804 一 1881) 评 说 ,有 三 种 
谎言 一 一 谎言 . 粗 得 诺言 和 统计 .。?” 屠 些 脐 想 出 来 的 过 重 
数 衬 却 受 到 更 多 的 欢迎 。 许多 大 的 旧 报 中 “百分比 "这 个 
词 数 出 现 百 次 之 多 。 图 表 常 常 引起 虚假 的 效果 。 通 过 选 
拌 比例 尺 ,图 胡可 以 突出 差别 ,通过 选 撑 时 间 可 以 使 短 效 
年 更 明显 ,而 且 赵 势 一 直 持 续 到 将 来 。 用 后 一 种 方法 也 
可 “证 明 ”, 2031 年 德国 汽车 数 会 超过 10 亿 辆 。 因 为 
1911 年 日 联邦 州 有 18 000 辆 轿车 ,1951 年 715 000 辆 ， 
1991 年 3100 万 辆 , 即 每 40 年 轿车 数量 会 增加 40 倍 。 
内 此 再 过 各 年 汽车 数 为 12 亿 ,. 即 每 个 公民 有 10 辆 以 上 
的 轿车 ,街道 会 因此 而 堵塞 。 
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某 飞 行 员 协 会 想 弄 浓 飞 行 员 早死 亡 的 情况 ,他 们 做 
了 一 项 调查 ,对 此 伦敦 | 报 》 这 样 报道 说 :“ 民 用 航线 中 
60 和 2 的 飞行 员 去 上 世 时 的 年 龄 不 到 65 岁 ," 这 个 职业 协会 
却 亚 记 他 的 会 员 的 特殊 年 龄 绪 构 :由 于 近 几 年 民航 发 展 
工 速 ,大 多 数 改 行 员 一 一 -不管 是 现 复 的 还 症 退休 的 -一 
者 不 到 65 岁 。 这 样 世 就 没有 理由 担心 书 去 世 的 长 行 鸣 
中 60 兴 的 人 还 未 达到 这 个 年 龄 。 


SO 
#0 9 1388 RH 90 91 
图 8 这 四 亲 蝗 线 外 起 来 似 平 不 一 拌 , 却 泰 示 相 同 发 展 艳 打 。 


另 一 个 虚构 的 例子 ,一 项 用 于 检查 一 种 致命 的 病毒 
感染 的 测试 - 一 在 此 假设 有 8 000 名 受 感染 者 一 一 识别 
出 了 每 个 带 这 种 病毒 的 人 ,但 是 测验 的 1%% 也 是 为 健康 
人 进行 有 的。 结果 对 您 说 来 是 正面 的 一 一 谁 会 为 此 而 吃惊 
呢 ? 没有 什么 理由 引起 悉 慌 。 因 为 如 果 假 设 所 有 德国 人 人 
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部 接受 了 检查 .那么 就 会 有 800 000 人 58000 万 后 民 中 
的 129) 被 误 认 为 感 兴 了 了， 而 感染 病毒 的 人 只 有 大 约 
8060 大。 这 上 样 尽管 结果 荐 上 上面 的 .但 您 却 窒 认为 是 
99% 的 健康 人 中 的 一 个 。 

纪 果 有 谁 被 杆 住 了 ,可 以 因为 生活 在 最 好 的 社会 而 
感到 安 感 。 汉 堡 的 生物 物理 学 家 汉 斯 - 咎 得， 由 克 - 博 恩 
状 尔 特 CHansPeter Beck-Bornholdt) 与 汉 斯 -区 尔 曼 。 
杜 本 {Hans-Hermann Dubbecn) 在 一 次 学 术 会 议 上 介绍 
了 一 个 类 人 情况 ,并 请 专家 们 说 出 实际 受 感染 的 概率 。 
被 问 的 15 个 人 中 只 有 一 人 知道 正确 答案 。 

对 数据 的 错误 解释 也 常 内 互相 关联 . 即 纯粹 的 数字 上 
的 相同 和 发展 ,与 困 果 关系 混淆 了 .经典 的 例子 是 ;1964 年 
至 1978 年 德国 的 出 生 率 降低 .同时 儿童 数 也 减少 了 ,因而 
小 孩 会 密生 蚂 ? 进行 收 人 调查 的 结果 志 许 得 与 命题 “光头 
接 钱 多 ”- - 玫 。 昌 然 兴 头 并 不 比 有 头发 的 人 更 擅 长 经 营 ， 
但 光头 是 男性 的 专利 ,而 且 常 常年 长 些 , 职 位 高 ,工资 高 。 

这 些 例 子 中 有 -一 点 是 显而易见 的 , 即 各 陈述 之 间 没 有 
因 采 关系 。 但 其 他 情况 下 类 似 的 课 论 会 引起 不 良 上 后汉 。 
太 起 市 的 犯罪 率 高 ,而 且 外 国信 占 的 比例 也 较 太 ,如果 谁 
将 此 联系 起 来 ,把 外 国人 与 同年 龄 .同性 别 的 德国 人 由 比 
较 得 出 的 独断 数字 ,就 说 外 国人 的 犯 菲 会 才 , 可 得 作 详 细 
比较 才 行 。 这 样 同样 会 使 人 相信 惫 会 带 来 小 孩 了 的 说 法 了 ， 


中 西方 传说 究 能 带 来 小 疙 ,以 此 哈 意 历 儿 出 生 。 一 纺 
者 注 


最 优化 


日 常生 活 中 我 们 经 带 遇 到 最 优化 问题 :在 哪里 可 买 
到 最 实惠 的 东西 ? 怎样 投资 才能 利息 最 高 而 且 最 可 靠 ? 
哪 种 职业 能 令 人 最 快乐 而 且 有 前 途 ? 数学 也 要 研究 最 优 
化 问题 , 随 着 计算 机 的 发 展 , 这 个 分 文 党 科 越 来 越 富 有 意 
义 , 最 弟 用 的 数学 方法 之 一 是 线性 最 优化 。 线 性 表示 等 
式 中 只 出 现 如 减 和 和 陛 法 .没有 震 方 或 更 复杂 的 计算 。 

例如 :一 位 到 毯 编织 者 炎 了 100 千克 的 红线 和 100 
千克 的 黄 线 用 于 加 工地 毯 。 他 打算 编 丙 种 款式 :对 于 款 
式 和 ,每 块 地 悉 雷 要 1 千克 红线 和 2 千克 黄 线 .款式 B 则 
需要 3 干 克 红 线 ,1 千克 黄 线 。 在 一 定 的 库存 情况 下 . 款 
式 A 的 地 和 材 单价 为 80 马克 ,款式 品 为 100 马克 。 在 上 
述 红 . 黄 线 库存 情况 下 ,两 种 款式 的 地 第 他 该 各 生产 多 少 
才能 达到 最 大 销售 额 ? 

这 个 问题 可 以 简单 的 “数学 化 ”: 来 解决 x 表示 地 炮 
编织 者 生产 款式 4 的 地 粮 数 .y 表示 款式 8B 的 地 稚 数 。 
那 宅 必须 满足 ， 


工 十 33 1004 人 仓库 里 有 100 千克 红线 ) 
27r 十 ys 100( 人 各 库 里 有 100 于 克 黄 线 ) 


当然 还 要 满足 x 之 0,y 6。 数量 为 负数 的 地 我 是 
很 蕉 卖 出 的 
在 这 两 不 条 件 下 可 使 总 价 最 高 


本 
起 
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最 去 值 807 十 100xy 
这 个 最 大 值 问 题 可 用 图 表 来 表示 ( 见 图 9)。 坐 标 系 
中 所 有 满足 xz 十 33 一 100 的 点 Cr，y) 构成 一 条 直线 , 满 
是 zx 十 33y 之 100 的 点 (zx, wy) 都 位 于 直线 左下 方 , 满 足 2 
十 3s<z 100 的 点 Cr，23) 相应 是 这 样 的 。 所 有 满足 地 毯 问 
题 条 件 的 解 管 都 在 一 个 由 两 条 直线 与 坐标 轴 转 成 的 四 边 
形 中 。 


9 能 解答 地 和 村 问 题 可 从 图 上 有 了 闲 彩 线 的 轨 边 形 中 看 出 。 
在 直线 上 所 有 的 点 都 与 地 乱 数 相对 .地毯 编织 者 可 分 
列 获得 2400、3600 及 5200 轧 克 。 


对 于 任何 正 数 p ,满足 80x 十 100y 二 pb 的 所 有 点 {xz 
> 部 在 直线 上 。 图 中 画 出 二 2400、3600 和 5200 时 的 
直线 。 不同 的 声 什 所 得 出 的 直线 互相 平行 。 现 在 要 求 
村 找 在 四 边 形 中 且 位 移 距 离 最 大 的 平行 线 上 的 一 点 。 所 
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求 点 为 540, 20) , 即 弛 息 编 织 者 应 生产 40 块 和 款式 和 20 
鼎 日 款式 地 毯 。 

现实 中 的 问题 当然 比 这 一 简单 问题 更 广泛 些 。 如 地 
团 就 可 能 有 许多 颜色 和 更 多 款式 ,当然 问题 的 结构 并 没 
罕 。 若 有 时 多 款式 ,就 不 那么 容易 用 图 来 表示 了 (满足 条 
件 的 管 案 昌 然 出 能 形成 四 边 形 ,但 是 都 是 多 维 四 边 形 , 这 
种 图 很 难 画 出 }。 要 求 最 优化 问题 也 同样 如 此 。 为 了 解 
刻 这 个 问题 , 早 在 1947 年 ,数学 家 就 找到 了 一 种 方法 即 
所 谓 单 纯 形 方法 。 他们 用 这 种 方法 ,并 借助 计算 机 成 功 
地 解 沈 了 数 百 厢 个 复数 的 最 优化 问题 。 我 们 上 志 举 的 例子 
的 管 案 位 子 四 边 形 的 一 个 角 上 .这 决 非 偶 然 。 线 性 问题 
中 ,不 管 附 吉 条 件 的 详情 是 什么 .满足 条 件 的 范围 上 的 在 
意 角 者 是 最 优化 的 。 从 前 到 前 ,每 次 会 引起 目标 值 的 更 
新 ,直到 最 终 找到 最 优化 。 目 前 数学 家 也 思考 出 了 其 他 
解决 战略 。 在 几 种 情况 焉 他 们 有 性 过 十 些 方 法 ,不 过 古典 
方法 仍然 是 最 有 成 果 的 数学 发 现 之 一 ,专家 认为 ,从 用 
西 妈 普 和 鞭 斯 cSimplex) 方 法 帮助 公司 所 节省 的 费用 中 拿 
出 一 小 部 分 ,就 可 毫 无 问题 资助 世界 上 所 有 从 事 研 究 的 
数学 家 本。 


商务 旅游 的 问题 


到 目前 为 上 上 ,数学 中 男 有 一 个 最 优化 问题 还 远 远 没 
有 有 上 取得 成 果 , 一 位 商人 要 去 几 个 城市 ;他 打算 选择 这 样 的 
路 线 ,使 得 他 所 走 的 路 程 尽 可 能 短 ,市 且 每 个 城市 他 只 去 
一 次 。 这 听 起 来 很 简单 ,但 若 计 划 要 去 的 城市 较 多 ,就 很 


的 
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难 找到 最 佳 的 路 线 。 若 要 去 10 个 城市 时 ,就 已 有 300 万 
个 以 上 的 选择 。 我 们 系统 地 分 析 一 下 : 查 去 2 个 城市 六 
和 BB 时 有 2 种 可 能 人 性, 要么 先 去 A 再 去 昌 , 或 反 过 来 . 完 
去 卫 冉 去 4; 要 去 3 个 城市 A、B 利 时 ,就 有 6 条 线路 
可 以 选择 :ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA;4 个 城 
市 时 .有 24 种 可 能 性 ;5 个 城市 有 120 种 。-- 般 情况 是 ; 
n 个 城市 时 ,有 nx tn 一 1] Xx tn 一 2) XxX…x2X1 条 线 有 中 
《数学 家 称 这 个 乘积 为 二 的 阶乘 ,写作 n1) 路 线 数 很 快 就 
增加 到 无 穷 大 了 -假设 我 们 把 去 20 个 城市 所 有 可 能 的 
线路 都 写 下 来 ,每 张 打 印 纸 上 写 1 000 条 ,那么 把 这 些 打 
印 纸 和 倒 起 来 ,就 可 以 得 到 一 个 “高 " 达 太 阳 的 " 纸 塔 ”。 

讨厌 的 是 ,到 目前 为 止 也 不 知道 有 效 的 途径 ,而 无 需 
用 太夫 的 选择 作出 尝试 ,来 找到 最 短 的 路 线 。 用 快速 讨 
算 机 ,专家 可 以 提供 数 百 万 个 关于 城市 出 行 的 方案 。 此 
外 ,他 们 还 找到 了 相对 较 快 的 方法 . 虽 不 能 达到 最 优化 ， 
但 至 少 可 找到 一 条 可 行 的 路 线 ;路程 只 长 了 几 个 百分点 ， 
以 用 于 数 百 个 城市 的 商业 旅游 。 


道路 越 多 越 堵塞 


如 果 数 学 家 设想 让 商业 旅游 者 上 路 ,不 可 避免 地 要 
考虑 交通 问题 ,也 得 研究 车 辆 堵塞 是 如 何 形成 的 ,如 铺 新 
道路 会 产生 什么 问题 。 在 一 些 建筑 工地 还 出 现 了 这 种 仿 
人 吃 恒 的 情况 , 波 鸿 数学 家 迪 特 里 希 * 布 拉 斯 CDictrich 
Braess) 证 明 .修一 条 新 路 会 导致 更 多 的 交通 墙 塞 。 

他 的 模型 中 从 A 村 庄 到 DD 城市 有 2 条 路 ，: 条 经 过 


逻辑 的 语法 一 一 数学 漫谈 
a 从 


房屋 旦 ,一 条 经 过 出世 .高 峰 期 时 有 6 000 辆 汽车 从 A 村 
开 往 品 城市 。 从 入 村 到 山 C 和 从 房屋 8 到 城市 也 之 间 
的 高 速 公 路 修得 很 好 ,不 管 车 流量 多 大 .都 可 以 在 50 分 
钾 内 驶 达 。 从 和 村 生生 到 房屋 号 和 从 山 C 到 城市 忆 的 路 
虽然 较 短 ,但 很 帘 。 如 有 1 000 辆 汽车 在 丝 通 过 ,需要 10 
分 钟 。 有 2 000 辆 需要 20 分 钟 . 3000 辆 时 ,为 30 分 钟 . 
4 000 辆 时 ,为 40 分钟.5000 辆 时 ， 为 50 分 钟 ,6 000 辆 
时 为 6 分钟。 如 此 - 半 司 机 走 经 过 房屋 号 的 路 . 另 一 
半 走 经 过 山 亿 的 路 ,那么 没 人 人 能 通过 选择 其 他 路 线 Hj， 
里 快 到 达 目 的 地 。 这 梓 就 达到 数学 家 所 称 的 稳定 状态 。 
从 村 A 到 城市 DD 每 人 需要 80 分 钟 。 现 在 交通 部 长 让 人 
修一 条 高 速 公路 ,汽车 从 房屋 B 到 山 C 飞 驶 只 需要 10 
分 钟 。 这 不 是 好 办 法 :因为 新 的 高 速 公路 吸引 了 司机 ,使 
得 从 村 A 到 房屋 BB 和 从 山 C 到 城市 D 同 的 交通 更 繁 
忙 .这 使 行驶 时 间 变 长 。 而 且 是 所 有 司机 :甚至 那些 走 旧 


50 分 钟 行驶 时 间 


1 入， 
~- - 2 Tr 
. 下 本 
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”50 分钟 行驶 时 间 ， 


i0 修 高 速 公路 全 使 从 村 总 到 记 基 日 和 大 山 忆 到 成 市 中 
间 的 道路 上 出 现 变 通 堵 案 ， 
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路 线 的 司机 都 往 这 条 闹 速 公路 上 行 台 ， 原 想 缓 解 商 速 公 
路 的 交通 设想 没有 实现 ,内 为 所 有 的 司机 都 需要 50 分 加 
本 完 高 速 公路 。 而 对 于 想 选 :条 更 理想 的 路 线 的 司机 来 
说 ,所要 90 分 钟 , 即 在 途中 时 间 延 长 了 190 分钟。 如果 从 
村 庄 A 到 房屋 B 和 从 山 C 到 城市 DD 的 路 上 有 有 4 000 辆 
汽 插 ,那么 走 完 这 两 条 狭 窜 的 路 各 需 40 分 钟 。 而 且 没 有 
梧 机 能 通过 选择 男 一 条 路 线 来 缩短 行驶 时 间 。 

必须 尝 认 ,这 个 场景 似乎 是 编 出 来 的 。 不 过 用 计算 
机 模拟 与 现实 情况 接近 的 红绿灯 道路 网 时 证 明了 这 个 奇 
性 的 结 柴 ， 

数学 游戏 

从 数学 上 米 说 ,布控 斯 译 论 可 以 追 斋 到 所 谓 * 被 捕 者 
两 难 " 理 论 , 它 属 于 游戏 理论 。 这 个 由 数学 家 ,计算 机 先 
驱 约 办 ， 汉 。 诺 曼 在 30 年 代 建 立 的 数学 分 支 学 科 , 只 是 
略微 研究 了 这 样 社 会 于 的 游戏 .如 "象棋 ”和 "不 要 生气 "。 
党 ， 遍 和 营 更 多 的 是 想 打 开 一 条 通 向 经 济 学 的 新 途径 。 游 
戏 娃 论坛 穹 那 些 想 追 求 报酬 或 想 避 人 免 概 罚 的 全 与 者 的 
决策 行为 ,其 鸯 与 者 可 以 是 个 人 ,小 组 ,党 派 或 其 至 整 
个 国家 

例如 商业 旅游 者 的 问题 可 理解 为 个 人 游戏 问题 ; 斋 
灶 旅 洲 者 性 找 战 略 , 尽 可 能 少 走 几 公 里 路 的 方案 。 而 游 
戏 理 论 中 常常 会 出 现 相 互 对 搞 或 合作 的 现象 ,例如 下 面 
这 个 例子 ; 

“被 捐 痢 两 难 游戏 ”使 两 个 共犯 面临 两 准 的 选择 .要 
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过 沉 瞧 ,要么 招供 。 如 果 两 个 人 守 口 如 瓶 .又 没有 再 多 的 
审讯 ,他 和 们 必须 坐 年 牢 。 只 要 其 中 -个 招供 了 ,他 就 可 
以 作为 证 人 被 释放 ,而 他 的 同伙 则 需 坐 11 年 的 牢 。 如 采 
两 人 者 说 了 ,法官 会 判 他 们 各 坐 10 年 牢 。 现在 商人 部 在 
考虑 :如 果 我 的 同 优 不 并 口 , 我 不 开口 就 坐 1 年 牢 ; 但 如 
果 我 说 了 ,就 可 以 自由 了 。 如 时 我 的 同居 说 了 ,而 我 没 
说 ,我 就 得 坐 11 年 的 证; 如果 我 也 说 了 ,只 坐 10 年 牢 。 
因此 对 了 珊 个 人 来 说 ,开口 是 最 好 的 策略 5 只 要 他 们 不 是 在 
刷 捕 前 就 已 狗 狂 地 商量 好 了 决 不 开口 )。 这 样 他 们 就 要 
在 监狱 里 待 上 10 年 。 

被 捕 者 的 两 难处 境 不 仅 涉 太 青 年 重 犯 这 样 的 例子 ， 
它 也 表现 出 了 人 类 ,甚至 如 生物 学 家 所 发 现 的 动物 一 起 
生活 时 的 痛苦 一 一 集体 利益 和 个 人 利益 之 间 的 济 突 ,从 
家 庭 生 活 直 到 军备 竞赛 。 在 此 “ 沉 肉 ”可 用 “合作 ”、“ 开 
LH”FJ 用 “ 自 顾 自 "来 代替 。 

现实 供 界 中 活动 家 通常 不 是 一 次 ,而 是 多 次 碰撞 对 
方 , 例 如 在 生态 冲突 中 。 世 界 海域 的 捕 鱼 基 年 年 人 在 变 , 定 
得 过 高 , 鲁 的 存 旦 就 会 降低 ,渔夫 等 于 自 掘 坟 昔 。 从 另 一 
方面 来 讲 : 当 然 每 个 人 者 想 尽 可 能 多 捕 些 芋 。 弗 融和 堡 的 
心理 学 家 正在 研究 这 个 例子 。 另 外 他 们 让 试验 者 商定 虚 
拟 的 捕 鱼 量 ,. 然 后 用 计算 机 推算 出 对 鱼 量 的 影响 。 

如 朱 多 次 不 断 地 决定 ,情况 就 复杂 了 ,一 些 现象 如 持 
任 ` 惩 加 .无私 和 俩 恨 . 就 开始 起 作用 了 。 数 年 前 美国 政 
治学 家 册 伯 特 ， 阿 莱 洪 里 (Robert Axelrod} 要 求 科 学 家 
编 出 "被 捕 时 的 多 次 两 难处 境 ” 策 略 的 程序 。 这 些 程 序 竖 
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从 前 - 件 事 的 过 程 算 出 ,是 采用 了 -条 强硬 的 还 导 软 器 
的 路 线 。 阿 葬 洛 特 将 寄 给 他 的 策略 互相 比较 ,得 出 那 司 
人 的 结果 ， 最 简单 的 策略 之 一 “针锋相对 ”是 最 成 功 的 。 
“TIT-EOR-TAT2 在 德 文中 的 意思 是 "以牙还牙 . 针 锋 相 
对 ”的 意思 。 以 软弱 的 路 线 开 始 , 然 后 始终 选择 对 手 在 前 
一 过 程 中 来 用 的 策略 : 即 合作 就 以 合作 相对 ,是 私 就 以 目 
私 相 对 。 游 戏 理论 中 数学 家 分 析 了 人 类 的 行为 .在 公平 
分 本 上 前 是 这 样 ,不 管 是 分 配 社 会 财富 还 是 重 糕 ,起 决定 
作用 的 ,常常 是 主观 的 正义 感 。 

如 果 两 人 要 分 一 块 重 糙 ,他 们 可 按 分 配 熟 悉 的 老 办 
法 进行 :其 中 一 人 切 和 蛋糕 , 另 一 个 人 选择 .这 样 就 设 人 会 
抱 奶 。 抬 万 的 人 认为 贿 质 和 电 料 一 样 大 .而 另 .人 可 以 选 
一 挟 他 认为 大 一 些 的 重 糙 。 如 果 两 个 以 上 的 人 分 蛋 糖 
时 ,该 怎么 办 呢 ? 在 过 去 的 50 年 星 , 数 学 家 找 出 了 几 种 
方法 , 按 这 些 方法 ,三 个 人 参加 分 配 , 而 不 会 有 人 觉得 
受骗 。 

最 简单 的 方法 叫 * 滑 刀 ”。 三 人 中 的 一 人 将 刀 从 左 向 
右 慢 慢 在 重 糕 上 划一 下 而 不 切 开 蛋糕 。 只 要 有 一 人 认为 
习习 位 置 正确 ,上 上 好 可 以 切 下 和 蛋糕 的 1/3, 他 就 叫 “ 停 
住 ”。 接 着 刀 继 续 往 下 切 , 将 堂 糕 分 成 两 块 。0d* 停 住 ” 的 
人 得 到 妙 小 的 那 - - 块 , 而 且 对 此 满意 ,因为 他 认为 这 正好 
是 重 粒 的 13。 简 下 的 重 烧 就 由 另 两 个 人 按 - -人 切 、 另 
一 大 选 的 方法 进行 分 配 。 

里 然 在 “ 沸 刀 ”小 所 有 人 都 认为 自己 至 少 得 到 了 重 糕 
时 173, 但 是 可 能 有 人 会 认为 妇 一 个 人 的 那 “人 份 大 ,第 一 
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个 叫 “ 停 住 " 的 人 可 能 会 妨 尽 他 的 两 个 对 手中 的 一 个 ,如 
果 他 认为 这 个 对 手 在 分 剩 八重 糕 时 得 到 了 了 太 于 1:2 

妈 整 块 重 灶 的 1 人 3 的 那 一 块 。 能 全 有 方法 保证 繁 个 
参与 分 卫 者 认 状 自己 的 那 一 份 至 少 和 别人 的 那 一 份 大 小 
相等 ? 数 年 遇 政 治学 家 施 特 分 - 孝 拉 妈 基 (Steven 
Braums) 和 数学 家 阿 伦 ， 泰勒 (Alan Taylor) 给 出 了 一 种 
方法 , 它 不 是 只 适用 于 下 个 人 ,而 是 适用 于 任意 多 个 人 分 
了 村 时 的 情 沈 。 这 也 是 数学 ， 
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三 个 人 一 一 阿 图 尔 , 贝 泵 塔 , 充 劳 迪 亚 一 一 使 得 没 
人 会 妒忌 别人 ,他 们 这 祥 分 一 块 蛋糕 :首先 阿 图 尔 将 蛋 
粮 切 成 他 认为 公平 的 3 和 份 。 现 在 贝尔 塔 将 他 认为 最 大 
的 一 块 进行 再 分 ,直到 他 认为 它 与 第 二 块 的 那 一 块 一 样 
大 为 目 。 其 中 被 切 下 来 的 一 小 块 蛋糕 被 当 作 剩余 的 拉 


置 在 一 边 ， 如 果 阿 图 尔 切 了 蛋糕 后 , 贝 东 增 认为 两 块 
《或 三 块 ) 一 样 大 ， 她 就 什么 也 不 做 ,接着 克 劳 迪 亚 可 以 
拿 走 一 块 ,贝尔 塔 再 从 剩余 的 两 块 中 挑 出 一 块 。 如 果 咏 
尔 塔 将 其 中 一 块 切 小 了 ,而 且 克 劳 迪 亚 碟 续 接 受 切 小 后 
的 那 一 块 , 那 么 贝 汞 典 攻 须 自己 拿 走 那 一 块 , 丁 东 图 得 
到 剩 下 的 那 一 块 。 开 上 月 前 为 止 还 没 人 好 已: 阿 图 尔 得 到 
他 自己 切 下 的 完整 的 眉 粒 ,他 自然 认为 这 是 眉 灯 的 113， 
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而 且 他 认为 另 两 个 人 也 不 可 能 得 到 更 大 一 些 的 下 料 。 
克 劳 迪 亚 吃 了 其 中 的 一 块 ,贝尔 塔 就 可 以 津津 有 味 地 吐 
下 一 块 了 。 足 尔 塔 可 能 会 把 切 下 来 置 于 游戏 之 外 的 那 
一 块 蛋 耘 ,可 以 通过 重复 使 用 这 种 方法 来 分 本 ,不 会 使 


人 妒忌 。 落 四 个 狐 肚子 的 人 坐 在 捧 隆 边 , 也 可 用 一 种 瑟 
妙 的 方法 ,使 得 没有 人 妒忌 别 人 : 阿 图 尔 先 将 蛋 炉 切 成 
5 份 。 接 下 采 的 分 配方 法 相当 复杂 。 若 有 五 人 , 阿 图 尔 
就 加 将 爱 糕 分 成 日 份 ; 六 个 人 时 ,分 成 1? 块 。 
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在 研究 中 数学 家 提出 新 的 原理 ,并 加 以 证 明 。 昌 然 
在 科学 王国 中 .等 个 概念 都 被 准确 定 尽 了 ,但 到 班 在 为 
正 , 还 有 -- 个 问题 尚未 解决 :证 明 究 竟 是 什么 ? 直到 19 
世纪 ,直观 .清楚 明白 的 数学 命题 玫 被 认为 已 求证 过 了 。 
然而 许多 情况 下 ,纯粹 的 直观 现象 会 使 人 上 当 。 例 如 没 
人 人 兹 想像 . 古 至 给 出 一 条 上 面 没 有 一 点 可 微分 的 由 线 , 即 
一 条 没有 一 处 是 光滑 的 交织 的 线条 (至 少 在 最 早 的 分 数 
几何 的 计算 机 的 图 像 ,如 曼 特 尔 勃 洛 集 含 出 现 之 前 没 人 
能 做 到 这 点 》。 但 这 些 数学 瑰 象 可 以 被 设计 出 来 。 

100 年 前 这 些 人 类 健全 的 理智 无 法 理解 的 铺子 震惊 
本 整个 学 术 界 。 法 国 数学 家 查尔斯 . 海 米 德 (Charles 
Hermitce，1822 -1901) 这 样 写 道 “ 带 着 恐慌 和 惊讶 的 心 
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情 , 我 避 开 TT 在 任何 一 点 都 永远 不 能 微分 的 函数 这 一 - 令 
人 尽 异 的 伤口 .” 

在 20 世纪 之 区 前 ,数学 家 证 试 网 用 更 严密 的 概念 来 
蔡 代 在 起 来 有 牢固 基础 的 概念 。 伯 特 兰 .罗素 (Ber- 
trand Russell，1872 一 19707 和 阿尔 弗 兰 特 。 诺 斯 。 魏 特 
海德 CAlfred North Whitehend， 1864 一 1947}) 发 表 了 共 3 
册 的 书 《数学 原理 3。 在 这 部 书 中 他 们 将 当时 已 知 的 
数学 归结 为 基本 的 .不 可 关 驶 的 逻辑 原理 。 书 里 写 满 了 
慑 辑 符 导 ,没有 .… 般 的 语言 。 以 圣 于 数学 历史 学 家 全 
伏 - 万 拉登 。 几 纳 斯 (Ivor Grattan-Guiness) 将 他 上 比 作 
“ 桔 糊 纸样 的 ”。 

还 辑 学 家 想 将 任何 数学 都 建立 在 一 个 基础 上 , 它 就 
是 集合 论 。 


每 一 集合 都 惊动 人 心 的 事 


30 年 前 ,一 个 央 灵 进入 了 德国 中 小 学 ;集合 论 被 写 
进 了 中 学 教科 书 , 学 生 家 长 对 它 表 示 怀 疑 。 因 为 这 个 数 
学 理论 本 身 一 一 至 少 在 它 出 现在 学 校 时 一 一 并 不 神秘 ， 
但 与 其 他 中 学 数学 知识 不 同 的 是 . 它 当 时 还 完全 不 为 父 
长 们 所 知 。 

集合 论 是 在 没有 所 谓 前 提 的 情况 下 ,建立 起 来 的 理 
论 的 一 次 尝试 ， 它 所 涉及 的 都 是 相当 抽 篆 的 . 一 个 集合 
失 娶 有 元 素 就 行 了 ,至 于 是 什么 元 素 ,这 是 无 所 谓 的 。 它 
加 一 个 理想 化 的 集装箱 ,能 容纳 所 有 可 能 的 东西 。 通 过 
举例 可 以 很 容易 理解 这 个 概念 。 我 们 可 以 研究 联邦 议会 
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说 员 的 集合 ， :页 有 字母 的 集合 ,宇宙 中 原子 的 集合 。 当 
然 集合 也 可 以 包含 无 穷 案 个 元 素 , 例 如 质数 集合 。 

数学 中 表示 集合 的 记 与 是 大 括 导 :如 {1. 2,3 } 是 元 
素 为 1,.2 利 3 的 集合 ,42. 3, 5. 7，11, 13, -…} 是 质数 
集合 。 集 合 之 间 可 以 互相 联合 起 来 : 男 七 的 集合 与 妇女 
的 集合 联合 起 来 就 成 为 成 人 集合 .1. 2, 3) 与 {2, 3, 5. 
7、11，13…'} 联 人 台 得 到 {11. 2, 3, 5，7，11，13.…} ,或 相 
到 :男士 的 集合 与 联邦 会 议 议 员 和 集合 相交 得 到 联邦 会 议 
田 议 员 的 集合 。1, 2. 3} 与 12，3. 5, 7, 11. 13---} 相 交 
得 到 的 集合 为 :2,，3}。 

世 存 在 所 请 的 空 集 , 即 表示 什么 部 没有 的 集合 。 如 
让 田 十 集合 与 妇女 集 全 相交 ,就 得 到 了 空 集 ,至 少 当 两 性 
人 洁 不 被 视 为 男士 .也 不 被 视 为 女人 时 。 这 差不多 旦 所 
有 中 学 集合 论 所 学 的 所 有 内 容 了 。 而 在 数学 历史 中 有 许 
多半 十 集合 论 的 故事 ，。 

尽管 集合 这 个 概念 很 普通 .但 它 还 是 被 视 为 共 他 一 
人 急 的 出 发 点 。 当 罗素 在 集合 论 中 碰 到 了 一 个 怪 论 ,使 他 

集 侣 的 元 素 可 以 是 任何 东西 , 即 也 可 是 集合 本 身 。 
例如 11，41 ,21)} 表 示 由 数 1 和 集合 11, 2} 组 成 的 集合 . 
罗素 就 问 .一 个 集合 本 身 是 天 能 作为 这 个 集合 的 元 素 。 
他 这 和 样 乙 , 茶 奈 的 集合 肯定 不 是 茶 赴 , 即 这 个 集合 不 包含 
本 壬 。 其 他 韭 茶 趾 的 集合 就 不 是 这 种 情况 了 ,如 汤匙 , 联 
邦 议会 议员 ,质数 等 其 他 所 有 非 茶 县 的 东西 ,但 是 所 有 非 
茶 是 的 东西 构成 的 案 合 也 不 是 ,这 样 它 肯定 包含 它 本 身 。 
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夯 一 个 让 人 较 少 感到 的 例子 是 “所 有 正好 可 用 13 个 德 文 
词 指 给 的 物体 构成 的 集合 ”"。 因 为 它 串 用 19 个 字 来 撒 


给 ,村 时 也 应 该 是 -个 元 素 。 如 困 谁 觉得 这 个 结构 太 


突出 ,可 以 设想 一 个 图 书馆 。 馆 中 太 部 分 书籍 不 可 能 包 
会 对 目 己 的 合 阅 材料 ,而 所 有 的 自 录 很 可 能 包含 它 本 身 ， 
国 为 这 本 日 录 书 也 在 书 贺 上 。 

这 些 不 包含 本 届 的 集合 陷 大 了 类 似 于 理发 师 一 一 怪 
论 的 图 境 中 ;理发 师 克 * 林 档 (KK，Linge) 只 蔡 一 个 村 庄 
中 所 有 不 自己 判 胡 于 的 人 刊 胡子 ,而 不 疹 自己 刊 的 人 刊 
胡须 。 那 么 谁 来 替 林 档 先 生 刊 胡子 呢 ? 如 果 他 为 他 自己 
副 , 邦 古 在 蔡 日 己 刊 的 人 刮 胡 顷 ， 我 们 再 假设 一 个 书籍 
目录 .这 个 目 革 上 只 包含 所 有 不 涉及 其 本 身 内 容 的 书 ， 
这 个 日 录 有 自己 的 参阅 资料 吗 ? 没有 ,省 则 它 就 包含 了 
一 本 涉及 本 身 内 容 的 书 了 。 如 果 它 没有 包含 涉及 本 身 的 
内 雁 , 这 样 的 日 录 就 成 了 上 面 所 列 的 书 中 的 一 本 了 。 

加 到 集合 问题 ,罗素 定 兴 了 所 靖 的 民 集 合 和 AT 集 
合 : 尺 集合 是 包含 自身 的 集合 ,M 集合 是 指 R 集合 以 外 
的 所有 集合。 现在 出 现 了 一 个 动摇 数学 基础 的 问题 ;Mf 

一 个 RR 集合 吗 ? 一 方面 不 是 。 因 为 如 果 MT 是 ,那么 它 
就 愉 须 包含 自己 ,从 而 包 合 一 个 RR 和 集合。 那么 MM 不 是 民 
集 台 吗 ? 另 一 方面 米 讲 ,也 不 是 .因为 否则 M 就 包含 了 
本 身 , 可 就 有 是 一 个 尺 集合 了 。. 

故事 很 复杂 ,但 后 时 不 好 一 一 在 这 个 所 有 数学 的 基 
础 集合 论 中 我 们 过 到 了 一 个 内 部 逻辑 矛盾 。 它 对 逻辑 学 
家 世 特 洛 未 - 弗 莱 格 (Gottlob Frecge，1848 一 1925) 的 影 
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啊 特 曾 大 。 当 史 京 设想 他 的 军 有 的 集合 论 时 .他 正在 编 
写 2 册 k 算 林 基 本 原理 》 在 书 中 他 完全 是 以 集合 论 为 基 
础 ,他 痛 和 否 地 写 道 "对 一 个 科学 家 米 说 . 骨 设 有 比 当 他 刚 
结束 论文 叶 . 论 文 的 基础 却 地 塌 这 付 事 更 糟 的 了 。 当 我 
的 著作 快 付 诸 印刷 时 .我 却 由 于 罗素 先生 的 一 封 信和 而 隐 
入 了 于 这 种 处 域 。” 

一 个 思维 敏捷 的 人 该 其 有 计 么 条 人 忻 闻 能 检验 基础 的 
补 固件 呢 ?” 罗素 是 一 位 显赫 的 人 物 .一 生 中 铬 次 得 罪过 
人 .或 省 是 由 于 他 反 军 事 的 态度 ,或 者 是 他 关于 轻率 的 见 
解 。 他 的 -- 些 同事 肯定 能 分 享 他 对 数学 的 热爱 ,对 于 大 
多 数 人 来 说 .现实 生活 就 是 理想 和 可 能 性 之 间 不 停 的 受 
协 , 总 是 满足 于 次 好 的 东西 。 纯 粹 理性 的 忆 界 不 让 受 协 ， 
不 知道 实际 的 界限 .不 知道 创造 活动 的 限制 。 这 个 创造 
洁 动 :对 所 有 人 大 成 就 从 中 萌发 .不懈 追 求 完美 ,和 远离 人 
类 的 热情 ,远离 令 人 习 惜 的 自然 情 状 ,一 代 一 代 创 造 了 一 
个 有 序 的 宇 军 。 存 这 个 宇宙 中 .纯粹 的 思维 就 能 扣留 在 
现实 的 家 中 , 至少 我 们 某 个 高 尚 的 举动 可 以 摆脱 现实 世 


漠 中 的 无 聊 生 活 ， 
罗素 是 少数 获得 诺 贝 尔 奖 的 数学 家 之 一 ,但 不 基因 


为 他 在 数学 方面 的 成 就 。 因 为 诺 风 尔 奖 没有 设 数学 这 一 
项 。1450 年 他 因 他 的 著作 家 的 贡献 而 获得 了 详 由 尔 文 
学 奖 。 由 于 罗素 的 奇 论 ,使 得 最 准确 的 科学 的 根基 内 部 
出 现 了 政 盾 , 现 在 正 是 修理 它 的 时 候 ， 经 过 数 年 毫 无 成 
打 的 到 力 . 逻 和 辑 学 家 干 胞 撒 开 这 个 问题 不 谈 了 ,他们 一 致 
认为 , 包 合 本 身 的 集合 不 是 真正 的 集合 .对 罗素 来 说 这 一 - 


~ TT 


逻辑 的 语法 -- 学 漫谈 


出 路 可 能 是 正确 的 ,但 绝 不 是 完美 的 理论 。 
逻辑 的 边 绿 


对 人 逻辑 学 家 来 说 ,事情 忠 儿 。1900 人 年 来 自 哥 和 娃 根 的 
述 书 德 * 希 尔 内 特 (David Hilbert) ,在 国际 数学 大 会 上 
的 一 份 引导 性 报告 中 :提出 了 了 数学 界 应 该 加 强 关 心 的 23 
个 问题 。 其 中 一 个 是 拟定 一 个 会 埋 利 求 证 规则 的 系统 ， 
所 有 当时 已 知 的 数学 都 可 以 归纳 在 该 系统 中 。 凡 是 可 由 
公理 推导 出 来 ,而 不 出 现下 盾 的 东西 都 被 认为 在 数学 方 
而 是 存在 的 一 一 不 管 它 是 一 能 直观 地 理解 。 希 尔 风 特 的 
系统 应 是 “没有 了 于 盾 ” 而 且 “ 完 整 *. 即 每 个 命题 要 么 可 以 
得 到 证 明 , 要 人 么 可 被 推翻 。 

在 20 世纪 初 的 几 十 年 ,还 有 人 在 狂热 地 ,可 叉 徒 劳 


地 研究 这 个 项 目 。30 年 代 初 ,当时 25 岁 的 库 尔 特 。( 攻 ) 


(圣人 航 (Kurt G6dcl, 1906 ”1978) 和 触及 逻辑 学 术 吕 动 揪 的 
边 绿 。 这 位 奥地利 人 认为 ,每 个 没有 逆 盾 的 公理 系统 ,如 
算术 的 公理 系统 都 是 不 完整 的 ;人 它 包 含 姚 不 能 被 证 明 又 
不 能 被 否定 的 定理 。 虽然 数学 家 绞 尽 脑汁 ,也 被 能 证 明 
或 推翻 菜 些 假设 ,这 对 于 此 前 一 直 坚 信和 妇 辑 万 能 的 数学 
界 来 说 是 一 个 痛 英 的 打击 。 艾 特 尔 的 想法 是 用 这 些 系 统 
的 形式 语言 来 曾 述 -一 些 虽 然 是 正确 ,但 殉 法 求证 的 命题 ， 
例如 “这 种 说 法 无 法 证 明 ”。“ 如 果 这 人 句 和 名 言 是 正确 的 ， 
就 不 能 对 此 进行 证 明 ;如 果 是 错误 的 ,就 可 有 一 个 证 明 ”。 
这 表明 ,这 个 命题 是 真 的 .因为 这 个 系统 应 该 是 没有 了 巴 盾 
的 。 当 然 蕊 特 尔 定律 的 证 明细 节 相 当 复 茶 。 


Be 
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直到 今 人 数学 家 都 还 避 开 :总 特 尔 的 “不 完整 定理 "来 
脚 以 自 昧 ， 他 和 们 认为 ,这 种 人 逻辑 奇 沦 只 是 很 少 出 再, 在 下 
币 的 数学 中 根本 不 会 出 现 。 芋 特 水 在 破 任 命 美加 着 林 斯 
顿 人 学 了 哆 教授 ,并 与 辣 在 那里 任教 的 爱 因 斯 坦 成 了 好 月 
充 - 在 他 给 其 母亲 的 信 中 省 蓝 . 他 不 明 折 ,为 什么 爱 因 斯 
垣 的 论文 完全 改变 了 物理 学 家 的 思维 方式 ,而 他 的 却 没 
有 对 数学 家 起 到 同样 的 效果 。60 年 代 蕊 特 尔 的 “不 完整 
定理 "的 意义 得 到 了 有 力 的 证 实 :; 保 罗 ， 柯 享 《Paul Co- 
hemyiE 明 , 希 尔 贝 特 23 个 问题 之 一 的 “连续 很 设 " 既 不 能 
被 证 明 ,也 不 能 被 否定 , 按 这 个 假设 ,实数 的 无 穷尽 正好 
比 自然 数 大 一 度 。 当 时 在 加 利 福 尼 亚 斯 坦 福 大 学 的 29 
岁 柯 吾 立 即 乘 飞 机 到 普林斯顿 去 找 威 特 尔 ,让 这 位 大 师 
给 他 的 成 巢 赐 褐 。 相 过 当时 柯 享 不 断 陷 人 认为 有 人 在 跟 
蹊 他 的 狂想 5 因 害 怕 被 毒 死 他 几乎 饿 死 )。 世 特 尔 拿 过 柯 
齐 的 论文 并 研究 了 琴 天 后 , 才 以 茶点 接待 了 这 位 年 轻 的 
同行 。 

所 然 在 过 去 的 几 干 年 中 一 再 出 更 轩 辑 上 的 不 一 贯 的 
情况 ,位 直到 今天 大 多 数学 者 表现 看 来 ,似乎 下 辑 学 并 不 
存在 边缘 .研究 人 员 的 日 常 业 务 _- 般 也 未 受 影响 ，。 


证 肯 作 么 时 候 是 证 明 


证 明 中 本 来 不 允许 运用 直观 的 理解 ,定理 的 阐述 庶 
该 市 基本 公理 - 步 一 步 地 推导 出 来 。 这 个 逻辑 上 的 严密 
性 在 许 儿 笑话 中 得 以 体现 出 来 ,如 乘 火车 旅行 的 笑话 ,--…- 
位 工程 师 一 位 物理 学 家 和 一 位 数学 家 乘 火 车 经 过 苏 格 


| 


兰 , 当 他 们 上 从 一 只 办 锦 羊 吴 边 驶 过 时 .工程 师 说 ;“ 哩 . 苏 
巾 兰 的 绵羊 旺 辕 色 的 ,” 物 理学 租 纠 于 说 :“ 苏 格 兰 至 少 有 
-只 盟 纺 让 ,. ”数学 家 认为 这 各 话 还 是 态 冒失, 说 道 ,!“ 认 
格 兰 至 少 有 一 只 有 一 侧 至 少 是 黑色 的 绵羊 .” 

妆 要 寻找 新 的 关系 或 使 观 戌 有 说 服 力 时 ,没有 数学 
家 会 放弃 直 和 党 ,甚至 在 进行 严格 的 并 证 时 数学 家 也 不 能 
完全 不 赁 直觉 理解 除了- : 些 基 本 的 命题 外 ,纯粹 形式 
证 明 会 打破 各 种 栓 栓 ;证明 很 长 ;不 容易 一 下 于 就 看 前 
日 。 关 此 数学 家 需要 有 填补 铀 口 的 勇气 一 一 当然 愉 是 填 
补 那 些 同行 们 能 接受 的 那些 ,因为 归根 到 底 , 每 个 数学 证 
明 都 是 -项 社会 活动 ;:-- 个 证 明 只 有 当 学 术 界 理解 并 相 
信 它 的 正确 性 时 ,才能 是 正确 的 。 

有 时 新 的 定理 的 证 明 特 别 复 茶 。 安 德 革 夫 “' 维尔 斯 
Andrew Wiles) 关 于 费 马 定理 的 论文 写 满 了 130 页 纸 。 
纯 采 对 所 有 的 细节 加 以 详细 的 说 明 , 并 加 上 其 他 数学 家 
在 此 之 前 的 论文 ,可 以 得 到 若 十 本 大 百科 辞典 。 想 控制 
某 个 证 明 步 又 是 和 否 正 确 , 需要 好 几 年 的 时 间 。 对 所 请 的 
有 限 群 进行 分 类 ,全 是 幕 填 的 事 。 这 个 代数 定理 的 证 上 明 
是 100 和 多 位 科学 家 上 共同 努力 的 结果 . 惟 : :认为 已 党 全 理 
解 这 个 定理 的 人 是 美国 罗 特 格 斯 (Rutgers) 大 学 的 丹 尼 
外 "区 伦 斯 坦 (Daniel Gorenstein). 他 死 于 1992 年 ,但 
大 们 试 为 这 个 定理 已 得 到 了 i 证明。 

长 期 以 来 有 争论 的 是 那些 借助 计算 机 进行 的 证 明 ， 
最 著名 的 例子 是 "四 种 颜色 定理 ”。1852 年 英国 数学 家 
弗 关 西 斯 ， 龙 特 利 (Grancis Guthrie) 汶 国王 领地 地 图 着 


色 。 他 遇 到 了 这 样 一 个 问题 ,为 了 给 任意 一 张 地 图 着 色 ， 
至 少 需要 多 少 种 颜料 。 相 邻 的 州 当 然 要 用 不 同 的 颜色 ， 
经 过 竹 时间 的 思索 后 .他 猜想 4 种 颜色 就 足够 本 。 与 以 
后 124 年 中 他 和 和 其 同行 们 -: 样 ,未 能 证 明 这 个 猜 烛 。 芝 
加 哥 太 学 的 肯 耐 德 ， 阿 贝尔 (Kenncth Appel) 和 沃 尔 夫 
站 - 哈 肯 (Wolfgang Haken) 经 过 4 年 艰苦 工作 ,并 在 计 
算 机 上 进行 了 1 200 小 时 的 计算 后 ,他 们 找到 了 答案 。 
没 大 能 理解 一 容 计 算 机 在 1000 多 个 小 时 内 能 计算 什 
么 。 那么 "四 种 颜色 定理 ”被 证 时 了 吗 ? 

伊利 诺 斯 州 的 邮局 用 一 个 特殊 的 邮戳“ 四 种 颜色 就 
够 了 "来 庆祝 这 个 有 房 史 意义 的 事件 ,结果 这 让 许 狗 不知 
内 情 的 收 信 人 感到 迷惑 不 解 。 而 学 术 界 却 在 激烈 的 争论 
着 借助 电子 的 帮助 而 得 到 的 证 明 是 否 根 本 有 有效。 毕竟 没 
人 能 检验 计算 机 是 否 作 了 它 该 做 的 事情 。 阿 贝尔 和 哈 肯 
的 工作 中 ,理论 部 分 包含 10 000 名 个 个 别 情 况 , 除 作者 
本 人 外 几乎 没 大 能 重新 计算 过 ,甚至 计算 机 程序 也 特别 
复杂 ,而且 在 这 本 书 出 版 后 同行 们 总 是 能 找到 错误 ,不 过 
这 两 位 作者 每 次 都 能 很 快 地 更 正 。 几 年 前 数学 家 思考 出 
本 四 种 颜色 定 埋 ?的 新 的 更 明了 的 证 明 。 不 过 这 个 证 明 
也 人 异动 了 电子 计算 机 的 帮助 ,一 个 中 等 大 小 的 计算 机 需 
要 12 小 时 来 进行 繁 瑙 的 细节 计算 。 

在 此 期 间 , 尽管 : 些 数学 家 仍 有 不 乐意 的 感觉 ,但 
计算 机 证 明 还 是 在 很 大 程度 上 得 到 了 肯定 。 从 “四 种 颜 
色 定 理 " 以 来 :计算 机 也 能 对 其 他 几 个 定理 进行 证 明 。 数 
学 家 们 让 若干 计算 机 用 不 同 的 程序 进行 证 明 , 以 此 来 将 


错误 的 可 能 性 降 到 最 低 点 ,不 过 人 类 的 大 脑 不 能 直接 榨 
制 计 算 机 的 工作 。 有 些 命题 出 许 不 能 只 带 助 笔 和 纸 进 行 
证 明 . 阿 风 尔 和 哈 肯 写 道 : “我 们 相信 有 的 著名 数 池 害 理 
只 能 借助 计算 机 来 证 明 。.”* 不 过 上 自 到 邻 天 ,也 述 不 知道 是 
否 存 在 这 种 定理 。 如 果 存 三 ,“ 四 种 颜色 定理 ”是 否 导 其 
中 的 -个 。 

20 世纪 的 形式 主义 使 逻辑 结论 进一步 机 械 化 ,从 而 
使 用 计算 机 从 事 数 学 研究 基本 上 成 为 可 能 。40 年 来 入 
息 学 家 一 直 在 研究 “自动 化 证 明 ”。1996 年 终于 做 到 了 了: 
-人 台 计 算 机 第 一 次 对 一 个 数学 家 花 了 蕊 年 时 间 失 败 后 的 
间 题 成 功 地 进行 了 征明。 芝加哥 亚 贡 纳 (Argonne) 国 家 
实验 室 的 比尔 ， 帮 克 柯 纳 CBill McCune) 和 他 的 同事 们 
编写 的 EQP 程序 在 8 小 时 内 解决 了 代数 中 所 谓 的 “ 普 宾 
斯 问题 ”Robbins-Problerm)，。 

和 和 “四 种 颜 鱼 定理 ”情况 不 同 的 是 ,数学 家 可 以 熟练 
地 完成 证 明 ,; 只 渴 了 几 张 纸 。 不 过 工作 起 来 很 累 , 内 为 计 
算 机 完全 形式 地 从 公理 推出 了 所 需 的 曾 述 ,中 间 没 有 直 
观 易 懂 的 解释 。 所 以 柏林 洪 堡 大 学 的 贝尔 恩德 。 英 世 。 
达 因 {Bernd Ingo Dann) 自己 编 了 一 个 将 计算 机 证 明 转 
化 为 人 可 写 出 的 数学 文章 的 程序 。 

将 来 计算 机 是 否 会 使 数学 家 失业 还 很 难说 ;因为 到 
目前 为 止 计算 机 只 是 被 用 在 特 妹 的 分 支 领域 ,将 问题 详 
细 地 进行 了 形式 化 ,而 这 种 形式 化 只 在 数学 中 的 少数 领 
焉 中 可 以 想像 。 如 重 宾 斯 的 问题 等 于 是 一 个 高 水 平 的 组 
合 分 析 的 拼图 游戏 ,计算 机 尝试 了 所 有 可 能 的 证 明 方 法 。 
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但 这 和 数学 理解 却 没 有 任 生 关系 。 央 此 在 不 久 的 将 来 ， 
大 于 分 数学 论文 还 会 赋 究 人 间 的 导 辑 学 , 紧 跟 其 后 进行 
计算 机 检验 是 完全 可 以 想像 的 。 

关 | 司 数学 家 约 输 : 密 尔 诸 (John vilnory 预 言 ., 两 代 
入 以 后 , 某 个 证 明 只 有 计算 机 检验 过 后 . 才 是 正确 的 。 他 
的 证 可 能 会 是 正确 的 ,因为 正如 过 去 那样 , 随 着 时 间 的 变 
化 .大 们 对 某 个 命题 何 时 可 以 认为 是 被 证 明了 的 想法 ,也 
丰 改 训 . 


交 
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数学 无 处 不 在 


丙 个 人 胀气 球迷 和 失 了 了 方 同 ,看 见地 上 三 人 时 ,他 们 便 
问 :您 能 不 能 告诉 我 们 ,我 们 现在 在 哪里 ?地 二 的 那个 
人 笃 下 来 开始 愿 考 , 半 小 时 后 回答 道 : “在 气球 吊 敌 里 。" 
于 是 气球 上 的 一 个 人 对 另 一 个 人 说 :* 这 个 人 肯定 是 个 数 
学 家 “你 怎么 会 这 公认 为 呢 ?” 另 - -个 人 回答 道 。“ 首 先 
他 过 了 很 长 对 间 才 回答 ,其 次 他 的 答案 绝对 正确 ,最 后 他 
的 回答 根本 浇 什 么 用 处 .” 

将 学 家 真 的 只 是 不 谱 世 事 胡 思 乱 想 的 人 吗 ?” 绝 对 不 
是 。 数 学 绝对 是 最 关键 的 科学 ,没有 数学 就 没有 计算 机 .， 
就 没有 电视 机 ,就 没有 汽车 ,没有 殿 电 ,没有 义 射线 仅 
器 ………， 每 :项 技术 都 用 了 数学 。 尽 管 通常 在 成 品 中 夸 法 
看 到 数学 的 运用 ,但 在 解决 各 个 问题 时 , 须 使 用 数学 。 但 
有 淮 会 乍 他 上 车 时 想到 控制 发 动机 和 催化 净化 器 间 的 等 
了 式 ? 淮 完 全 知道 激光 唱片 运用 了 具体 的 数学 知识 ”显然 
迷 路 的 热气 球 探 上 给 着 不 知道 这 些 。 此 奸 ; 为 什么 这 个 小 
伙 子 不 带 一 颗 1 星 定位 仪 , 即 一 个 有 电子 和 数学 组 成 的 
小 合子 。 

科 涯 的 最 大 优越 性 正 是 它 的 抽象 性 ,不 管 涉及 的 是 
新 的 水 力 发 电厂 ,轻型 飞机 . 岗 儿 尿布 ,还 是 金属 的 浇注 ， 
出 现 的 等 式 都 是 相同 的 ”一 因为 总 有 东西 在 流动 。 数 学 
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家 不 太美 心 涉及 的 是 水 ,空气 . 销 , 还 是 液态 人 金属。 对 他 
们 来 说 ,公共 汽车 的 路 线 , 运 输 增 圾 ,工厂 的 生产 组 织 种 
计算机 的 芯片 的 图 形 ,都 是 相似 的 :每 次 都 要 将 连接 路 程 
最 小 化 。 数 学 方法 能 转 月 到 许多 实事 上 去 ;使 得 每 代 人 
都 能 以 前 辈 的 知识 为 基础 去 工作 ,如 收音 机 .电视 机 和 了 录 
像 机 ,都 可 以 退 济 到 出 希腊 时 代 ; 在 古 希 脂 罗 蕊 时 代数 学 
家 就 半 始 研究 震动 的 拉 丁 。 护 动 小 提琴 的 强 就 等 十 是 让 
它 发 牛 形变 。 如 果 纺 被 揽 回 , 它 就 会 加 快 回 到 拨 动 时 的 
初始 位 置 。 这 样 它 来 回 衣 动 . 直到 因为 摩擦 而 减速 ,最 后 
停止 。 在 某 一 时 刻 , 弦 的 形状 是 怎样 的 呢 ?1748 年 瑞士 
数学 家 菜品 哈 德 :多 仇 贡 (Leonhard Fuler) 得 出 了 描述 
芍 恬 形 兴 的 "被 的 等 式 ”, 它 是 物理 党 家 麦克 斯 书 (James 
(Clark Maxwel,，]831 一 1879) 等 式 的 前 身 。 这 个 公式 包 
打 电 上 场 和 磁场 的 力学 线 。 通过 这 个 公式 数学 家 认识 到 ， 
电磁 彼 是 以 论 速 癌 朋 传播 的 ,而 且 光 本 身 也 可 理解 为 电 

没有 这个 思维 上 的 准备 工作 . 往 发 明 收 彰 机 将 是 一 
项 会 判定 失败 的 项 目 , 没 有 人 知道 沪 如 和 何 善 手 。 技 术 进 
步 尾 旺 由 简 到 难 。 只 有 供 助 于 数学 ,才能 传播 经 验 : 小 提 
生生 弦 与 孙 像 机 可 又 有 什么 共同 点 呢 ? 难道 这 不 仅仅 是 
技术 的 基础 . 即 数学 的 一 部 分 吗 ? 有 没有 一 -种 与 现实 毫 
无 和 关系 的 所 谓 的 纯粹 数学 ” 当然 许多 研究 人 员 都 只 顾 工 
作 ,不 考虑 其 体 的 运用 。 即 使 频 希 腊 研 究 莫 区 振 动 时 也 
肯定 没 想 到 过 电视 机 ，。 

一 然 实 际 上 数学 家 研究 出 的 东西 只 有 一 部 分 得 到 了 
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运用 ,关键 的 痢 题 是 今后 哪些 理论 会 有 实际 站 多? 这 个 
行业 的 人 喜欢 应 用 用 麦 物理 学 家 尼 尔 斯 ， 波 尔 (Niels 
Bohr. 1885- -1962) 航 一 句 和 名 言 :"“ 预 言 很 轩 准 一 -特别 
是 关系 到 林 来 的 时 懂 。”“ 如 贞 守 所 未 的 著 样 ,许多 纯 以 运 
用 为 目的 的 研究 已 经 过 时 了 ,而 出 于 纯粹 的 数学 原因 而 
形成 的 理论 都 得 到了 意 想不到 的 运用 ." 波 恩 的 马克 斯 - 
普 朗 克 数 学 研究 所 的 葛 尔 德 。 法 尔 廷 斯 (Cerd Falfings) 
这 样 评论 说。 他 的 英国 同行 俩 息 * 斯 六 瓦特 (Ian Stew- 
srt 补充 道 “ 好 的 主意 很 少 , 但 其 中 来 自 对 数学 内 部 姑 
攀 的 证 有 想像 力 的 主意 ;至少 和 处 于 解决 实际 问题 的 主 
意 - 样 的 狂 ,” 

看 起 来 似乎 抽 蒙 的 埋 论 总 是 在 数 十 年 后 得 到 了 运 
用 。 如 通过 计算 机 层面 藉 射 线 照 相 术 毛 的 转换 ,布尔 代 
上 数 作 为 计算 本 的 开关 逻辑 ,或 物理 及 电 手 学 已 无 法 摆脱 
数学 上 的 复数 。 

另 一 个 例子 是 数论 ,虽然 它 一 股 不 能 用 于 实际 ,但 是 
学 者 们 从 古 希腊 罗马 时 代 起 就 被 它 深 深 吸 引信 了 。 数 年 
前 煞 论 就 开始 被 用 于 破译 电子 信息 的 密码 。 令 人 吃惊 的 
是 :用 大 量 的 数字 进行 的 者 起 来 做 乎 无 用 的 计算 ,做 成 了 
一 笔 数 百 帮 元 的 生意 :可 用 大 量 数 宁 来 防止 未 经 洗 可 时 
在 使 用 因特网 者 ,例如 在 因特网 上 通过 电子 邮件 使 用 信 
用 卡 采购 商品 。 


密码 学 的 例子 
破译 密码 的 科学 一 一 密码 学 ,一 直 是 数学 家 的 领域 。 


知 
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据说 已 撒 方 了 和 一 位 统帅 进行 联络 ,运用 了 一 种 密码 ,将 
每 第 六 章 的 字母 用 党 母 表 中 该 字母 后 的 第 三 个 闪 代 。 当 
次 章 较 长 时 ,下 人 很 穴 易 破译 这 个 窗 砂 ,| 因为 宇 坪 第 在 不 
同 的 地 方 出 现 ， 在 德 诗 文章 中 出 现 的 频率 最 高 的 字母 很 
可 能 后 “ec :找到 了 它 ,就 可 以 挨 内 出 现 频率 第 二 高 的 , 渐 
条 地 破 详 出 悍 篇 文章 .借助 订 算 机 可 以 在 所 秒 钟 内 破译 
蝎 长 的 区 和 草 。 

如 条 将 字母 表 中 的 字母 不是 按 回 定 的 间隔 后 移 , 而 
是 任意 讲 动 的 ,这 个 密码 就 难 破 详 了 . 为 此 发 件 人 和 收 
件 人 需要 有 相同 的 随机 顺序 .随机 数 表 示 的 是 写成 密 玛 
的 字 碟 与 初始 情 息 之 间 的 距离 。 冷 成 时 期 双方 的 间谍 都 
采用 了 关公 方法 .正如 英国 科学 杂志 ! 新 科学 家 》 所 发 更 
的 那样, 苏联 秘密 警察 多 次 运用 了 问 -随机 数 , 这 不 仅 导 
致 肥 关 军官 被 枪毙 ,而 且 还 揭露 了 间谍 克 劳 斯 。 福 克 斯 
‘Klaus Fuchsy、 尤 利 斯 。 罗 条 由 克 (Julius Rosenberg) 利 
埃 德 然 ， 中 木 册 上 克 (CFEtyl Rosenbert) 。 一 战 中 德国 人 和 非 
吉 信 和 赖 一 台 和 名 为 ENIGMA 希腊 语意 为 秘密 ) 的 解码 机 . 
它 由 一 个 键盘 和 三 个 转动 的 滚 简 组 成 , 深 简 的 位 置 决 定 
输入 的 宇 母 是 如 何 译 成 电码 ,通过 更 找 滚 简 和 滚 篇 之 间 
的 位 置 可 以 调节 出 数 百 万 个 电码 。 

闫 国 召 集 了 一 批 专家 米 破 译 这 些 密码 。 这 个 行动 的 
领导 人 导数 学 家 亚 兰 。， 杜 林 tAlan Turing，1912 一 
1]3542， 和 他 现在 被 视 为 理论 信息 学 的 创始 人 。 黄 国人 装 
了 - 台 滚 简 机 来 把 德国 的 密码 回 谋 成 文 , 并 试图 找 出 每 
大 都 在 改变 的 ENIGMA 的 基本 位 置 。 为 此 他 们 将 文章 
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缩 为 在 翻译 过 程 中 推测 出 来 的 关键 词 。 如 果 名 家 们 认为 
消 县 的 开头 是 天 气 预 报 , 他 们 就 找 出 滚筒 人 在 那个 位 置 可 
以 得 到 雪 或 出 之 类 的 单 吝 。 这 样 他 们 经 党 很 快 就 能 破译 
密码 ,并 加 总 参 诬 部 提供 关 丁 融 方 活动 的 非常 名 价值 的 
全 报 。 这 给 盟 军 带 来 了 巨人 的 好 处 ,而 德国 人 还 是 认为 
他 们 的 密码 无 法 破译 

在 以 往 的 译 密码 的 方法 如 FINGMA 的 破译 方法 
中 ,一 条 信息 的 收发 双方 都 知道 是 密 霹 ,发 信息 的 人 用 密 
码 将 机 告 和 的 内 容 转 化 成 难 履 的 语言 , 收 信 息 的 人 人 再 将 
七 译 成 闵 交 。 而 现代 最 重要 的 方法 之 一 , 即 以 麻 省 理工 
学 院 的 三 位 创始 人 人 罗 纳 尔 德 ,阿迪 和 茜 兄 喻 德 的 姓名 的 
第 一 个 字母 命名 为 RSA (Ronald Rivest，,，Adi Sharmir ， 
leonard Adleman) ,方法 是 不 对 称 的 :发 信息 者 可 用 密 
码 , 将 傅 息 译 成 密码 , 而 他 却 不 能 将 : .条 已 译 成 密码 的 信 
刀 转 换 成 明码 文本 。 为 此 他 需要 第 二 会 密码 。 这 个 密码 
只 有 收 方才 有 。 因 此 在 这 种 系统 中 , 某 银 行 可 以 公开 密 
码 。 这 样 它 的 顾客 可 以 以 电子 方式 传递 加 密 的 信息 ,而 
偷 听 到 信息 的 人 却 无 法 破译 。 因 为 只 有 银行 才 知 道 这 第 
二 套 密 码 , 可 转 搁 成 有 用 的 信息 。RSA 方法 是 以 此 为 基 
础 ,县 很 简单 , 即 把 了 两 个 质数 相 乘 ,但 很 难 由 它们 的 乘 际 
推 回 出 其 因子 。 计 算 机 可 以 在 一 瞬间 求 出 两 个 40 位 数 
的 习 积 .与 此 不 同 的 是 ,即使 用 最 快 的 电子 计算 机 ,也 很 
难 将 一 个 精心 挑选 的 30 位 数 拆 成 它 的 因子 .发 信息 的 人 
用 乘机 引 用 密 人 二。 解码 时 接受 信息 者 要 知道 这 两 个 
因子 ， 
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然而 使 用 RSA 方法 的 人 要 恨 着 很 大 的 风险 :因为 知 
道 今天 数学 冢 还 未 找到 一 种 方法 .可 将 大 数字 拆 分 成 他 
的 | 配子。 万 : 哪 开 这 个 方法 被 找到 了 .那么 所 有 用 RSA 
方法 如 蜜 的 信息 都 会 很 快 被 别人 破译 出 来 ， 
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因为 得 种 技术 都 是 以 数学 为 基础 的 ,所 以 数学 也 必 
须 对 因为 技术 而 产生 负面 的 现象 负责 大 规模 毁灭 性 
式 晓 ,全 球 环境 污水 ,被 监视 国家 的 危险 ,人 与 人 之 问 的 
关系 淡化 ,晚上 部 在 看 电视 ,自动 化 导 仇 失业 . 此 外 批判 
家 还 提出 警告 ,出 于 计算 机 的 普及 而 导致 大 维 机 袜 化 , 技 
术 将 它 的 蚌 非 当 辑 强加 给 我 们 ,而 这 个 轴 辑 来 源 于 数学 ， 
和 人 严 的 生活 由 此 变 得 巧 弥 多 样 。 

而 及 今天 数学 还 浴 透 进 了 整个 自然 科学 ,并 不 断 还 
在 向 人 文科 学 进军 ,由 此 影响 人 的 由 诽 方 上 。 因 进 从 原 
子 物理 到 基因 技术 ;人们 可 以 对 数学 那些 令 人 怀疑 的 成 
就 负责 。 

由 于 数学 具有 高 抽象 性 ,因此 几乎 元 法 看 出 结果 将 
会 怎样 。 公 式 不 会 关心 所 涉及 的 是 武器 系统 还 是 民用 系 
统 。 例 如 曼哈顿 工程 中 研究 原子 弹 时 ,数学 家 想 出 了 蒙 
特 卡 党 方法 ,今天 这 种 方法 在 许多 方面 得 到 运用 。 如 用 
了 于 天 气 巴 报 的 计算 ,或 汽车 十 业 调节 汽车 安全 的 碰撞 模 
批 测 试 , 苗 至 这 个 昕 起 来 似乎 没有 过 责 的 游戏 理论 ,也 被 
运用 在 牢 举 中 丁 , 冷 战 时 期 数学 家 用 它 来 研究 策略 。 

学 者 肯 欢 将 他 条 的 理论 说 成 是 毫 无 危害 的 .例如 所 
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滑 的 “结婚 定型 * 并 不 居 为 婚姻 介绍 所 ,而 十 为 牢 队 研究 
出 来 的 。 这 个 定理 涉及 的 是 对 象 的 扑 类 :有 几 位 女 上 和 
几 位 男 土 。 秆 位 率 士 在 男 上 中 者 有 几 个 朋友 .结婚 定 埋 
规定 上 了 人 这样 的 标准 ; 基 每 位 玄 士 何 时 上 与 地 的 朋友 中 的 一 
位 结婚 印 任 们 区 十 只 有 -个 式 夫 . 当然 也 没有 哪 位 
男士 同时 慨 两 位 女 土 为 吉 。 如 果 将 女 | 葵 模 成 城市 , 先 
生 符 搞 成 又 媳 机 ,和 X 先 生变 朋友 ”被 换 成 “能 被 变 炸 
山 圳 和 是 ”, 结 录 定理 就 和 失去 了 魅力 。 
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数学 家 几乎 不 能 控制 他 们 的 论文 .一 旦 可 能 会 被 用 
在 什么 地 方 .- 大 多 数 人 对 此 也 根本 不 感 兴趣 。"*“ 主 蓝 目 标 
人 不 是 运用 .向 是 创造 交 化 ”, 埃 森 洋 验 数 学 研究 所 的 格 哈 
得 绅 玻 CCicrhard Frey} 这 样 解释 说 。 

数学 因 其 彻底 有 效 暖 引 着 人 。 : 昌 被 认为 是 下 确 的 
就 永光 是 未 尹 的 。2 乘 以 2 水 远 邦 等 于 4. 不 管 在 占 代 还 
是 全 订 来 三 角形 内 前 和 都 为 180 度 , 还 有 哪 种 科学 能 承 
认 目 己 具 有 这 种 延续 性 呢 * 英国 数学 家 臣 德 弗 闵 ， 赫 … 
哈代 (Godfry HT. Hardy) 说;:“ 当 埃 基 洛斯 (Aischylos) 品 
补遗 忘 时 .人 们 还 会 记得 阿 基 米 德 。 族 言 会 消失 ,但 数 
学 观念 不 会 消 先 .” 

队 了 永 情 气 息 外 ,纯粹 的 数学 家 还 作出 新 的 定义 和 
猜想 ,特别 是 找 出 证 明 ,世界 是 什么 在 活动 。 为 此 首先 需 
要 的 是 关于 旭 和 何 进 行 论证 有 创意 的 组 法 。 虽然 没有 人 会 
在 灵感 出 现 后 .只 是 将 证 明 - . 行 一 行 写 下 来 ,但 如 果 直 觉 
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正确 , 剩 下 的 事 战 甸 或 洒 都 只 是 例 行 工 作 。 进 行 思 考 . 直 
到 出 现 天 十 的 太 感 ,这 是 数学 家 梦想 中 的 东西 。 

撕 说 里 廷 根 人 于 书 德 : 希 尔 内 特 CDavid Hilbert}) 在 
20 世纪 初 普 经 这 样 谈 过 他 的 一 位 盛 为 作家 的 学 生 : ”我 
从 未 相信 他 上 其 有 -个 数学 家 应 有 的 创造 性 。” 

戏剧 愿 与 艺术 相 比 ,英国 作家 哈代 (Hardy}) 对 此 写 
站 浆 学 家 的 作品 肯定 和 男 家 或 诗人 的 作品 一 样 美 。 数 
学 慨 念 : 定 和 颜色 或 文字 一 样 和 谐 。 美 是 首要 的 检验 : 
此 界 上 汪 有 五 陋 数 党 也 足 之 地 。 ?然而 什么 叫 美 可 没有 明 
确定 多 ,局 外 人 士 很 难 理解 .在 拜 罗 全 特 (Bayreuth) 大 学 
教 数 学 教学 法 的 彼得 ， 巴 拖带 斯 特 (Peter Baptist) 甚 亩 
认为 ,即使 是 非 数 学 家 也 可 享受 数学 的 美 “就 像 一 个 艺 
术 或 音乐 外 行 雷 爱 几 高 的 画 或 内 多 共 的 交响 乐 一 样 。” 不 
过 对 此 必须 进行 着 力 投 人 。 

欧 凡 里 德 关 于 质数 无 穷 大 的 证 明 ,或 七 巧 板 对 毕 达 
哥 拉 斯 定理 的 证 明 .或 下 列 的 一 般 计 算 题 都 介绍 了 数学 
的 美 。 在 一 次 烤 击 比赛 中 有 32 个 队 ,会 有 多 少 赛 事 ? 现 
可 将 种 次 参 队 计算 。 除 了 取胜 队 外 ,每 一 队 正 好 输 掉 一 
次 ,共计 会 有 31 场 比赛 。 这 一 思考 对 其 他 数目 队伍 的 比 
赛 部 同样 串 解决 所 提 的 问题 . 


数学 究竟 讲 的 是 什么 


学 术 界 大 部 分 人 常 引 用 希腊 哲学 家 柏拉图 的 话 , 他 
认为 数 和 其 他 数学 全 究 的 对 象 都 是 美 隶 的 理想 ,存在 于 
室 间 和 时 间 之 外 的 一 个 理念 世界 。 柏 拉 图 主义 认为 数学 
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真理 与 人 类 没有 关系 ,例如 存在 无 限 多 的 质数 事实 始终 
是 真实 的 ,而 及 今后 也 还 是 真实 的 。 欧 几 里 德 发 现 了 它 ， 
就 像 哥 伦 布 发 现 美 洲 大 陆 一 样 。 对 纯 数 学 一 般 通 贡 理解 
是 共 人 代表 人 -上 具有 通 向 上 种 忆 想 , 通 向 绝对 真理 的 直接 

企 加 拿 太 的 卡尔 加 芋 (Calgary) 大 学 的 瓦 华 纳 : 共 
由 -近亲 {Yerena Huber-Dyson) 说 ,太宗 数 数 学 家 在 寻 
埋 事 情 和 谈论 时 ,似乎 在 对 于 建立 宇宙 的 物体 作 研究 工 
作 。"” 半 说, “我 目 己 也 是 这 样 的 。 因 为 从 事 数 学 研究 比 探 
讨 它 的 掀 理 事 容 易 得 多 。” 在 美国 亚 尔 殷 夺 格 (Albueque) 
一 所 太 学 的 罗 定 ， 赫 尔 希 (Reubin Hersh) 对 于 这 种 思维 
惰性 讽刺 道 : “我 将 与 一 条 道 流 而 上 的 刍 鱼 相 比 。 它 知道 
该 旭 何 揽 流 而 上 ,但 却 不 知道 他 在 做 什么 .为 什么 要 这 人 
做 。 赫 和 尔 希 认为 ,数学 既 不 存在 于 观念 世界 中 .也 不 在 某 
人 的 天 脑 里 ,他 既 不 具有 物质 性 质 , 也 不 具有 精神 性 质 ， 
而 是 具有 社会 性 质 ." 旭 果 法 律 、 宗 教 . 贷 币 一 样 ,是 文化 
的 一 部 分 .历史 的 一 部 分 ” 它 存在 于 人 类 集体 的 意识 中 。 
正如 柏拉图 主义 者 所 说 的 ,数学 不 是 由 科学 家 发 现 的 ,而 
是 由 使 们 发 明 的 。 

爱 固 斯 坦 早 就 认为 ;显然 所 有 的 数 邦 是 人 类 智慧 的 
发 明 物 ,是 一 个 自己 发 明 的 有 助 干 整理 感官 经 验 的 工 
有 具 .” 史 坦 尼 司 拉 斯 ， 旦 蛤 纳 (Stanislas Dehaene) 准 确 说 
明了 了 这 个 命题 :外 为 我 们 生活 在 -- 个 可 相互 区 别 的 运动 
物体 的 世界 里 ,所 以 我 们 需要 数字 。 在 我 们 周围 认 出 这 
些 数 可 以 帮助 我 们 寻找 猛兽 的 足迹 选择 最 好 的 饲养 场 
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地 。 这 位 在 巴 歼 桑 特 国 家 研究 院 研 究 数学 的 年 轻 数 学 
家 、 神 经 心理 学 家 说 :“ 对 我 们 来 说 ,就 像 超声 定位 对 于 岗 
晤 .或 歌唱 对 于 鸣 禽 一 样 , 是 十 分 基本 的 事情 ,整个 数 在 
我 们 的 神经 系统 进化 中 深 深 扎 恨 ,这 样 就 能 将 数学 刻 在 
我 们 大 脑 的 结构 上 。” 

作 沟 证 明 , 旦 喻 钠 对 数 百 例 试验 ,已 指出 婴儿 乃至 兽 
类 部 显示 具有 不 完全 的 计算 能 力 。 匡 个 月 的 婴儿 , 当 看 
到 眼前 有 两 只 米 老鼠 玩具 在 一 把 使 后 跳动 ,但 把 伞 放 在 
一 边 , 只 有 - -只 米 老 鼠 在 那里 时 ,他 会 愤怒 地 注视 着 。 如 
困 放 上 糖果 ,黑猩猩 显 出 惊人 的 计算 能 为。 在 一 个 托 堆 
中 放 上 两 堆 巧 克 力 糖 ,一 堆 3 块 .一 堆 4 块 ,在 另 一 个 托 
盘 中 放 上 巧克力 糖 , 一 堆 2 块 ,一 堆 3 块 。 黑 狐狸 有 上 且 的 
地 选择 那 放 ? 菊 的 那个 托盘 ,看 来 黑猩猩 知道 3 加 4 大 
于 2 加 3。 狼 猴 和 猿 在 这 试验 中 ,如 不 用 巧克力 糖 , 改 用 
苘 子 , 志 有 问 样 的 表现 。 甚 至 老鼠 也 会 作 简 单 的 计算 。 
科学 家 把 杠杆 A 与 两 种 音响 或 风光 装置 联 在 一 起 ,杠杆 
B 与 四 种 同类 装置 联 夺 一 起 。 当 老鼠 昕 到 2 次 音响 ,看 
到 2 次 内 光 , 就 会 按压 杠杆 B， 

在 研究 大 脑 受 傣 ， 拓 去 了 基本 数学 能 力 时 , 旦 哈 纳 
和 其 他 的 科学 家 能 将 我 们 太 脑 中 计算 机 器 定位 。 它 位 生 
脑 度 层 上 的 某 处 ,所 谓 的 下 丘脑 上 皮层。 视觉. 听觉 和 触觉 
都 集中 在 脑 皮 层 中 。 也 许 这 个 一 一 到 目前 为 止 还 很 少 探 
究 过 一 一 部 位 是 负责 加 工 语 言 ,区 分 左右 。 用 健康 的 人 
进行 实验 时 , 即 在 他 们 心算 时 ,测量 他 们 芍 大 脑 滩 血 量 ， 
得 到 的 结果 是 ,大 脑 虚 层 的 这 个 部 位 负责 处 理 数 字 。 国 
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此 妾 学 并 不 是 柏拉图 式 的 理想 ,而 是 神经 的 创造 ,是 大脑 
用 于 理解 世界 的 方法 。 旦 哈 纳 能 将 此 与 颜色 比较 。 这 也 
不 在 我 们 大 上 脑 之 外 的 事 。 稍 全 在 我 们 看 来 是 黄 的 ,但 当 
它 企 不 同 的 沦 照 下 反 且 其 波长 立时 , 却 会 完全 改变 。 在 
超 测 简单 的 计算 之 外 的 乘法 . 注 角 学 或 微分 学 , 认 知 科学 
家 把 其 视 为 人 类 文化 事业 。 我 们 用 较 少 的 话 在 语言 中 阐 
述 语法 ,句法 .文学 及 诗歌 。 以 同样 的 方式 我 们 从 简单 的 
理念 建立 了 整个 数学 。 

深 国 加 利 福 尼 亚 大 学 贝克 莱 分 校 的 乔治 ， 拉 柯 去 
(George Lakof 人 nn) 与 拉 韭 尔 ， 努 纳 斯 CRalacl] Nunez) 量 进 
了 一步 。 拉 柯 夫 认为 :“ 我 们 不 仅 有 数学 大 脑 ,而 号 有 数 
学 身体 .” 他 说 “第 一 个 证 据 是 十 进 制 。 我 们 的 祖先 在 玩 
他 们 的 10 个 手指 时 发 现 了 数字 ,后 来 他 们 又 注意 到 ,可 
以 通过 计数 步伐 来 调 基 上 距离 。 世 许 在 这 个 过 程 中 他 们 过 
到 了 更 抽 稼 的 概念 :向 其 中 -个 方向 走 表示 正 数 ,向 另 一 
个 方向 走 表 示 负 数 。 如 果 向 垂直 方向 走 去 ,就 产生 第 二 
根 抽 ,即今 天 我 们 称 之 为 坐标 系统 。 这 样 数 学 高 塔 就 逐 
步 建 立 。 拉 柯 夫 和 努 纳 斯 深入 研究 了 许字 数 学 懈 念 ,其 
中 有 对 数 、 三 角 学 ,复数 .分 数 几 何等 等 。 他 的 结论 是 ;不 
存在 纯粹 的 思想 ,一 切 都 是 以 物质 行为 为 基础 。 例 如 群 
论 : 群 中 的 基数 式 在 室内 的 梅子 ,在 我 们 的 头脑 中 的 表象 
是 相同 的 

相 困 自 电 大 学 的 埃 尔 哈 德 。 贝 伦 斯 CErharqd Be- 
hrend 引 ) 却 认为 经 验 只 占 了 数学 光谱 的 -- 小 部 分 , 例如 
基本 概念 之 一 的 无 穷 太 在 现实 中 没有 与 之 相对 的 东西 。 
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“自然 科学 中 正 是 由 经 验 得 出 的 抽象 概念 帮 了 我 们 。 这 
位 数学 教授 说 。 和 牛顿 惯性 定律 ,是 运动 钓 物 人 二 会 水 远 运 
动 下 去 , 鞭 名 的 1 千克 羽 洛 与 1 千 部 铬 块 下 落 时 的 速度 
一 样 的 结论 ,光速 的 绝对 速度 限 竟 ,这 些 部 不 灰 适 合 我 们 
对 日 党 直 界 的 理解 。 

牛顿 定律 .相对 论 和 和 量 千 力学 并 激 有 为 生 任 提供 自 
接 的 好 处 ,后 者 其 至 与 我 们 的 经 验 便 不 相关 .因此 很 蕉 理 
解 。 为 针 人 么 进化 会 使 我 们 想 出 隐藏 的 数学 呢 ? 对 于 这 
个 加 是 其 全新 的 立论 也 没 给 出 令 人 满意 的 答案 。 然 而 
这 些 公式 很 可 能 是 人 和 想 出 来 的 ,而 不 是 各 网 给 的 。 
因为 它们 玖 宇宙 的 理解 ,只 是 在 我 们 可 以 通过 观察 和 
试验 的 范围 之 内 。 他们 并 没 给 出 客观 真理 ,而 是 汪 人 
类 能 力 所 及 有 关 的 真实 性 。 也 许 天 外 人 士 会 有 另外 的 
目 然 规律 。 

想 拉 图 学 放 人 士 认 为 : 几 直 有 高 智 莫 的 物种 肯定 发 
展 着 与 我 们 同样 的 数学 ,因为 他 们 虽 不 依靠 人 类 独立 存 
在 :元 须 从 同一 理念 直 界 有 所 创造 ,一旦 与 异己 的 人 类 接 
触 , 也 评 能 解决 相 拉 图 观点 的 种 论 。 如 果 在 遥远 星球 上 
的 生命 实体 能 有 另 - ~ 种 数学 , 相 拉 图 观点 就 会 被 驶 倒 . 
如 村 他 们 世 知 算 本 .微分 学 和 集合 ,也 许 不 是 这 样 去 称 
谓 。 刘 果 他 们 生活 在 与 我 们 同样 的 环境 中 ;他们 由于 自 
然 选 择 淘 汰 ,也 会 使 思维 器 官 具有 同样 的 能 为 。 如 果 他 
们 在 一 个 水 的 堪 界 中 恬 现 ,根据 旦 哈 纳 的 说 法 ,对 水 流 及 
洲 注 有 所 了 解 , “在 此 人 铺 况 下 ,他 们 的 数学 会 和 我 们 的 数 
学 大 相生 胜 ”。 
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人 性 利 略 曾 写 道 ; “宇宙 总 是 在 我 们 眼前 ,哲学 就 赔 写 
在 了 宇宙 这 本 遍 大 的 书 中 。 人 但 是 如 果 谁 在 此 之 前 没有 学 
过 书 中 的 语 育 .没有 熟悉 写成 这 本 书 的 宁 和 母 , 那 他 是 不 能 
读 屋 这 本 书 的 ， 这 本 书 是 以 数学 语言 气 成 的 . 它 的 字母 
是 图 .三 角形 和 其 他 几何 形状 ,没有 这 些 人 类 就 一 句 话 也 
看 不 懂 , 没 有 这 些 人 类 就 会 在 黑暗 的 迷宫 中 迷失 方向 。” 

至 今 为 止 没 有 哪个 自然 科学 家 反对 这 一 点 ,不 管 是 
牛顿 定律 ,量子 力学 还 是 相对 论 , 这 一 雪 都 以 公式 为 基 
础 。 但 为 什么 世界 会 听从 于 数学 定理 呢 ? 这 个 问题 似乎 
可 以 算得 上 是 无 法 解释 的 秘密 之 一 了 。1960 年 美国 数 
学 家 ,物理 学 家 局 根 ， 维 格 纳 (Eugene Wigner) 就 写 道 ， 
“数学 语言 适 于 表达 物理 定理 这 个 麻 迹 是 个 美好 的 社 物 ， 
我 们 既 不 能 理解 也 不 应 得 到 这 份 礼物 ." 直 到 今天 这 一 点 
也 证 短 么 改变 过 。 


代数 学 {Algebral 

它 原 本 是 等 式 及 其 解 的 理论 ,现在 它 是 一 般 研 究 已 
定义 的 数学 对 象 之 间 的 联系 。 代数 学 的 基本 任务 是 求 所 
谓 的 代数 等 式 asra 十 ar 十 十 ar 十 ao 二 上 0 的 解 ， 
其 中 四 、…、an 是 已 知 实 数 或 复数 ,x 为 未 知 数 。 根 据 
代数 学 基本 定律 ,每 个 代数 等 式 至 少 有 一 个 复数 解 。 


证 明 (Bewies) 

它 是 数学 研究 的 关键 。 因 为 在 专业 界 中 ,新 的 定理 
由 有 当 它 被 逻辑 规律 准确 证 明 后 才 是 正确 的 。 求 证 时 ， 
娄 学 家 由 已 知 基 本 假设 和 已 证 明 的 定理 -- 步 一 步 推断 出 
新 的 普遍 有 效 的 定理 。 


十 进 制 (Dezimalsystem1 


由 1 个 数字 0D、1、2、3、4、5、6、7、8、9 构成 的 常 
用 数字 系统 。 
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微分 计算 (Differentialrechnumg) 

它 是 数学 中 重要 的 研究 空 化 率 的 分 支 学 科 。 若 将 一 
条 曲线 进行 微分 , 果 以 得 到 曲线 上 每 一 点 的 斜率 。 如 果 
了 足 某 昭 数 . 即 数 的 归 类 ,那么 对 杆 每 个 实数 (或 复数 )x 
在 了 x 上 部 有 一 个 实数 (或 复数 ) 与 之 相对 应。 然后 当 


i 趋 近 0 时 . [fxr 十 让 一 了 ix)] 队 以 得 到 极限 值 ,; 即 


的 图 象 计 点 Lr， Fe] 的 斜率 。 


二 进 制 {Dualsystem) 
只 识别 0 利 工 的 数字 系统 ,计算 机 有 上 用 二 进 制 处 理 
数字 ， 


欧 几 蛙 德 几何 学 [Euklidsche Geometrie ) 

欧 几 里 德 几 何 学 是 中 学 几何 。 它 研究 的 是 直线 、 平 
面 和 图 。W 代 欧 几 里 德 提出 了 3 项 基本 仿 设 ; 即 所 谓 的 
公理 , 欧 几 早 德 几何 学 就 是 以 它 为 基础 建立 的 。 若 没有 
第 5 个 会 理 , 即 "平行 公理 .就 可 以 定 六 两 个 * 非 欧 几 里 
德 几 何 ” 了 。 


阶乘 Fakultait) 
它 是 所 有 小 于 或 等 于 已 名 数 的 自然 数 的 乘积 。 阶 毯 
简写 为 1!。 全 如 51 二 34XxX3x2Xx1= 120, 


费 马 定理 (Fermats Theorem)】 
关上 二 某 些 等 式 可 解 性 的 数论 定理 ,这 些 等 式 在 经 过 


本 
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了 3 个 世纪 的 深入 研究 后 , 才 在 1994 年 得 到 证 明 。 这 个 
定理 认为 .等 式 工 十 y" 二 x? 在 nn 守 3 时 ,没有 正 整数 解 ，。 


计数 (Funktion】) 
泊 数 是 数 之 间 的 对 应 关系 ,例如 孙 数 fx) 一 之 将 
数 与 它 的 平方 相对 应 。 


分 数 几 何 {Fraktale} 

蕊 是 非 直线 几何 图 形 , 有 无 穷 缠 绕 的 奇怪 的 小 图 形 
构成 , 它 具 有 本 身 相 似 人 性 。 图 中 总 是 出 现 不 同比 例 尺 的 
同一 图 形 。 


几何 学 (Geometrie)} 
数学 中 研究 直线 .平面 和 立体 ,以 及 其 大 小 ,形状 和 
位 置 的 分 支 学 科 。 几 何 学 是 空间 数学 ， 


图 像 (Graph) 

个 函数 的 图 像 是 了 到 所 有 人 允许 的 连续 值 时 ,所 有 
点 Lz，FCz)] 的 集合 。 例 如 函数 f(x) 二 x? 的 图 像 是 种 
物 线 . 


概 限 值 [Grenzwert) 
无 穷 和 多 个 数 cl ， es ， 2 组 成 的 数列 越 来 越 接近 于 
时 , 即 在 nn 足够 大 时 g 与 ai 之 间 的 距离 为 任意 小 ,这 


， 证 法 ”和 糙 学 涯 详 A 
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些 数 收 敏 于 极限 值 8。 例 如 :数列 1. 二 .二 ,于 ,于 … 收 


号 


化 于 极限 值 0. 因 为 它 的 项 为 正 数 而 且 越 来 越 小 。 


基本 计算 方法 [Grondrechenarten)】 
四 种 基本 计算 方法 泡 加 、 减 . 乘 . 除 。 


虚数 单位 (Imaginire Einheit ) 

它 是 一 1 的 平方 根 。 因 为 每 个 实数 的 平方 不 为 负 
值 , 所 以 以 1 表示 的 虚数 单位 不 蚌 实 数 。 复 妆 就 是 在 此 
基础 上 建立 起 来 的 。 


积分 计算 {Integralrechnung) 

这 是 微分 计算 的 反对 应 。 将 一 个 铺 数 导数 的 积分 又 
得 到 国 数 本 身 。 肾 数 的 积分 决定 它 的 图 形 与 x 轴 之 间 
的 面积 。 这 个 面积 可 由 一 系列 起 来 越 细 长 相互 和 舍 近 的 和 矩 
形 面 积 求 得 。 


复数 (Kornplexe Zahlen} 
它 是 实数 的 扩展 。 为 了 能 解 等 式 如 7: 一 一 1, 设想 
出 了 带 虚 数 单位 1 的 新 数 , 这 些 数 的 平方 可 以 为 负数 ， 


和 尘 标 (Koordinaten】 


它 是 表示 空间 上 《或 平面 上 ) 点 的 位置 ,借助 坐标 可 
将 几何 问题 转化 为 数 ,并 通过 计算 来 解决 。 反 过 米 ; 也 可 


ee el wwe ie ea -一 -一 


ae 
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使 数字 问题 更 直观 。 平面 中 坐标 常用 tx，、w} 表 示 。 其 中 
工 表 小 茶 扩 从 一 侧 向 离 霉 点 的 距离 ,y 表示 该 点 在 零点 
上 或 上 的 距离 。 例 如 点 (2，5) 表 示人 位 于 零点 布 2 个 单 
位 .零点 上 3 个 单位 的 点 。 数 标 系 常用 数 轴 表 示 。 其 中 
工 轴 为 水 平 ,» 铀 为 惟 和 .三 维 空间 中 又 加 有 第 三 根 轴 ; 
hj = 町 , 它 与 妇 丙 轴 互 相 重 直 。 困 此 空间 上 基点 的 坐标 
由 3 个 数 Cr，yw， 2} 表 大 。 


加 (Kreis) 

平面 上 封闭 的 线 , 这 条 线 由 所 有 生 革 国定 点 , 即 图 心 
的 距离 相同 的 点 构成 。 半 答 为 + 的 圆 面积 为 x , 周 长 
为 2r。 


集合 (Menge】 

它 是 数学 基本 概念 。 -个 集合 是 将 任意 东西 ( 它 的 
光束 ?> 集 台 为 一 个 整体 .如 - -页 纸 上 的 字母 集 台 , 数 1, 2， 
3. 4 的 集合 或 整数 的 (无 穷 ) 集 合 。 


自然 数 ( Natiirliche Zahlen) 
居士 詹 1,， 2， 3， 4-…: 


Pi/x 
表示 所 有 圆 的 圆周 与 直径 之 相同 比例 。 Pi 或 x 
一 到 穷 上 于 不 循环 出 需 的 数列 。 
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寡 ({Potenz) 
表示 相同 因素 的 乘积 ,如 2 的 3 你 寡 为 2 一 22X2。 


质 煞 (Prirmnzahlenr} 
大 于 1 工 且 只 能 被 本 向 和 上 特 除 的 整 烙 . 


有 理 数 {Ratiomnaje Zahlen) 
有 理 数 由 所 有 整数 和 所 有 和 整数 的 分 数组 成 。 


实数 (Keelje Zahlen) 
实数 由 有 埋 数 和 下 有理数 的 平方 根 组 成 


科 率 {Steigung) 

直线 的 斜 罕 表示 该 直线 在 坐标 系 中 有 陡 度 , 定 关 为 
自 线 上 商 点 之 间 的 高 度 差 与 其 水 平 距 离 之 间 的 比值 。 巾 
线 刘 一 所 上 的 斜 誉 是 在 这 点 上 “切线 "的 体 | 率 . 


概率 论 {Wahrscheinlichkeitstheorie) 

数学 中 研究 随机 情况 的 分 坟 学 科 。 件 5 二 然 ? 事 和 侍 
的 概 兴 是 0 至 1 之 癌 的 一 个 值 , 它 表 示 这 件 泪 出 现 的 
医 率 。 


根 (Wurzel) 
一 个 数 & 的 ?次 根 是 数 靖 它 的 半 演 寡 为 数 a. 表 示 
为 af 二 (其 中 弃 表 示 基 个 正 刺 数 》， 


-= 
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数论 [Zahlentheorie} 
数学 中 研究 自然 数 , 特 别 是 它 的 可 分 性 的 分 支 学 科 ， 
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其 他 文献 


作为 了 解数 学 家 的 精神 和 生活 世界 ,其 合适 文献 
有 一 一 
阿 勒 布 茜 希 尾 :， 鲍 宇 应 更 施 巴 畦 (Beurclspacher， 入 ]- 
brecht :我 在 数学 此 界 里 书 得 越 来 越 元 能 tIn Mathe 
War ich immer sehlecht。 挫 威 丰 出 有 版 计 1Vwieweg)， 丰 
伦 珊 克 ' 威 斯 巴 登 (Braunschweig/ Wwwiesbacenf 时 森 败 首 
府 ?1996 年 出 版 。 

吾 森 (CGiegener, 地名) 的 数学 教授 鲍 宇 捷 勒 施 馆 村 . 
不 再 要 用 复 航 的 公式 和 榨 空 心 怒 想 出 来 的 证 据 , 就 能 名 
成 功 地 将 读 彰 引导 深信 刘 他 的 专业 领 不 中 去 。 


费 利 浦 - 年 " 戴 维 斯 (TDaivis，Philip J.) 和 赫 希 ， 
罗 仇 本 CHersk，Reuben) 以 数 学 人 T 门 了 CErfahrung Math- 
ematlik) , 比 克 姑 : 斯 出 版 社 (Eirkhausery ,也 赛 尔 CBasel) 
1993 年 出 版 。 

数学 天 师 一 个 类 似 的 担纲, 目 以 无 可 比拟 的 苛刻 要 
求 来 探寻 人 研究。 此 书 适 用 于 那些 从 事 该 数学 专业 的 初 
学 者 。 


省 多 书籍 中 以 科普 形式 来 描述 挑选 出 来 的 数学 理 
论 . 并 添加 了 很 多 右 趣 的 历史 轶 事 。 值得 推荐 的 书籍 
有 - - 


人 :mu I, 
: 前 沿 科学 探索 书 系 
入 wapewaas 


皮尔 * 巴 项 奥克斯 (Basieux，Pierrc) 久 冒险 家 - 

其 [Abenteucor Mathematiky，rororo 出 版 社 , 未 丰 完 
《Reinbhek)1998 年 出 版 。 

则 [六 - 戴 维 林 (Devlin，Keithy 现代 数学 的 旦 辰 》 
《Stcrnstunden der modernen Mathematik ,德国 袖珍 图 
书 出 版 社 Cdtvi, 莫 尼 黑 (Niuenchen}Y1992 年 上 出版。 

威廉 嵌 ， 顿 箭 (Dunhan，Willian) ;从 A 这 Z 的 数 
学 CMathematik von 和 bis 了 ), 比 杰 豪 斯 出 版 社 
CBirkhauser) , 巴 欧 尔 1996 年 出 版 。 

康 拉 德 ， 雅 备 布 斯 (Jacobs， Konradj* 了 种 本 的 结 
果 3tResultate I and IT , 维 威 克 出 版 社 , 不 伦 瑞 克 / 威 
斯 巴 章 【Brauhschweigy Wiecshadeny 1987? 年 和 1990 年 
出 版 。 

这 四 本 书 全 部 都 要 求 读者 从 一 个 角度 或 者 换 男 -一 个 
角度 来 -起 共同 思考 一 些 问题 。 


提供 历史 方面 的 介绍 一 一 

多 米 尼 殉 ， 和 与 利 瓦斯 特 吕 COlivastro，Dominic)， 
《中 国 的 三 角形 CDas Chinesische Dreieck) ,二 千 零 一 出 
版 社 {Zwcitausendeins) , 法兰克福 (Erankfurty1995 年 
出 版 。 

本 书本 标题 为 4 一 万 年 来 最 难 解 的 数学 之 谤 》, 一 个 
要 遵循 欧 许 诺 是 ,如 果 此 书 内 容 比 较 混 乱 的 话 , 可 把 它 作 
为 对 历史 感 兴趣 的 读物 。 


数学 作为 描写 大 目 然 的 一 后 

癸 安 。 斯 德 匹 尔 特 人 (Stewart，Ian) :如 然 的 数字 》 
《Dic Zahlen der Natur) ;光谱 学 术 出 版 社 (Spektrum 
和 kadetrmischer werlagh* 海德 堡 " 相 林 (HHeiderherg Ber- 
liny1398 。 

这 位 英国 的 数学 教授 在 此 书 中 生动 地 描写 了 所 涉及 
到 的 专业 领域 .而 日 完全 个 用 会 式 。 


配 有 图 解说 明 的 最 佳 书籍 是 一 一 

约 坦 。 栋 : 康 怀 (Conway， John 了 .和 理 查 德 。 
则 | 。 益 会 (Gay，Richard K. :数字 魔术 》f Zahlenzauber) ， 
比 克 豪 斯 出 版 社 (Birkhausery . 巴 赛 尔 1997 年 出 版 。 

该 书 鹃 引信 们 在 所 有 苦 名 的 数 群 中 遵 游 , 从 自然 数 
到 超 复 数 . 


西蒙 ， 辛 格 (Singh，Simony 结束 名 的 符 导 3Eer- 
mats letzter Satz) 议 灵 出 友 社 (Hanser)， 昔 尼 黑 / 维 也 
纳 CWien)1998 年 出 版 

该 书 狗 述 了 最 著名 的 数学 之 谜 , 从 古代 罗马 时 期 的 
数学 根 号 到 安 德 得 ， 感 勒 斯 (Andrew Wiles) 新 时 期 的 
证 明 。 在 阅读 过 程 中 出 现 - - 张 英雄 人 物 的 彩色 图 片 ,他 
是 在 350 儿 年 后 最 经 解 开 迹 底 的 人 ， 


| nformati onl] 


421864 


NO 
中 中 | 
C 加 十 口 
go 中 IDDOO 
上 ODDODODODY OD 
-5DDDOJW 口 


UUUUUUUUUO 


efr al 


请] 误 ) 
J 请 ] 吕 J 
DO 
DO 
[Ej 上 E93 0 
器 OO 请] 误 ) 请 ] 
DO 请 ] 
DODO J 


UDO 


